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UNE INTERPRETATION ALG^BRIQUE DE LA SUITE
DES ORDRES DE MULTIPLICITY D'UNE

BRANCHE ALG&BRIQUE

By CAHIT ARF

[Received 7 September 1945.—Read 15 November 1945.—
Received in revised form 30 September 1946]

La suite des multiplicities des points successifs d'une branche alg6brique
peut se definir au moyen de notions purement alg^briques. Dans ce quTsuit
nous exposons une telle definition qui ne differe, du reste, de la definition
g6ometrique que par la forme. Nous esperons que cette definition constitue
une reponse a la question pos£e par P. Du Val* BUT la relation qui doit
exister entre ses resultats et les developpements en series entieres de la
branche consideree.

1. k etant un corps quelconque, nous considerons un anneau H constitu6
par des series entieres d'une variable t avec coefficients dans k. Soient

W(H) = {i0 = 0, H, %%i..., iry Vn,...}

les ordres (c.a.d. les ordres des premiers termes avec coefficients non mils)
des elements de H. Les entiers io,ilt . . . , i r , . . . constituent un semi-groupe
d'entierspositifs. 80,SiltSit,...,8ir,... 6tantdes616mentsd'ordresrespeotifs
i0,ilt ...,ir,... dans H, tout Element de cet anneau est de la forme

Nous admetterons que H contient toutes les series de cette forme. Nous
designerons par Ih l'ensemble des 616ments de H d'ordres sup6rieurs ou
egaux a h. Ih est visiblement un ideal de H et ses elements sont de la forme

* P. Du Val, "The Jacobian algorithm and the multiplicity sequence of an alge-
braic branch", Rev. FacvM Sci. Univ. Istanbul (Serie A), 7 (1942), 107-112.
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THEOREMS AUXHJAIRE 1. v etant le p.g.c.d. des elements de W(H), pour
r 8uffisamment grand on a

V+i = *r +
 v> *r+2 =

et il existe une serie entilre d'ordre 1,

CO

telle que tout element de H soit de la forme 2 ccrf*.

Demonstration. Designons par vt le p.g.c.d. des entiers ilt i2,..., *z. Chacun
des nombres vltv2, ...,vh,... divise alors tous ceux qui le precedent. II en
requite que pour p suffisamment grand on a vp = vp+1 = vp+z = ... = v.
Soit alors

v = m1i1 + m2i2+... +mptp>

m1)m2, ...,mp 6tant des entiers positifs, nuls ou negatifs. m etant le plus
grand des entiers | m^ijv— 1) |, les multiples de v qui sont superieurs a

... + rnip

sont contenus dans W(H). On a en effet, pour I = 0,1,2, ..^ijv— 1,

i + \v = (m + Imj ix + {m + lm2) it + ... + (m + lmp) ip

avec nh ^ 0; puisque m^\mhl\. Pour I = ijv, on aura i + Iv = i + it € W(H).
D'une maniere generate, les multiples de v qui sont superieurs a i peuvent
e'^crire sous la forme i +jit + Iv (I = 0,1,2,..., ijv — 1, j ^ 0) et il est Evident

p

que tous ces entiers sont de la forme 2 nh^h a v e c nn ^ 0; c.a.d. contenus
h

dans W(H). 8t = 2 ( r i (Ciek, 0-4 4=0) etant un element d'ordrs L de H,

on peut choisir une serie entiere de la forme T = t\ 1 + £ Sttf I, (6,e k) de maniere

que Ton ait Stl = cr^r^. Dans ces conditions les series entieres en t avec
coefficients dans k peuvent s'ecrire sous formes de series entieres en 7 avec
coefficients dans k. En particulier les elements de H peuvent s'ecrire sous la

00

forme Sa^T*". Nous pouvons nous contenter de d6montrer ceci pour les

elements de H qui sont d'ordres superieurs a i; puisque tout element de H
peut 6tre consider^ comme quotient d'un element d'ordre sup6rieur a i de
H par une puissance convenablement choisie de 8tl = <rilf*

iilv). Les ordres
des elements de H etant des multiples de v, un element quelconque de H est

00

de la forme 2 a^7 (a^eA;, aNv^0). Pour Nv^-i, l'anneau H contient des

8KR. 2. VOL. 60. no. 2395. R
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elements, 8Nv+vi 8Np+2p, ...\8Np^ = S OuT*> <ty€k, *ltNv^*0| d'ordres
00

respectifs Nv + v, Nv + 2v, .... On peut done choisir la s6rie S A ^ M M * de
j-i

mani&re que la difference

8Nv = L <*/T*-SA<W = aNwT» + S,T* +. . .
j"Nv 1=1

ne contienne aucun terme d'ordre divisible par v, autre que le premier.
Supposons en effect qu'on ait pu choisir fiv fi2, ..., fih de maniere que les
terms d'ordres Nv + v,Nv + 2v, ...,Nv + hv de la difference

disparaissent; il suffit alors de poser

Ph+l - - '

pour que les termes d'ordres Nv+v, Nv + 2v, .... Nv + hvt Nv + hv + v de la

difference ,„ h+1

disparaissent. Dans ces conditions la s6rie 8Nv se r6duit a aNvr
N". Car

sinon, la difference

dont l'ordre n'est pas divisible par v serait contenue dans H. Done tout
Element d'ordre superieur a i de H est une combinaison lineaire a coefficients
dans k des elements de la forme OLNVTNP = 8Nv.

Remarque. D'apres le theoreme qui precede, l'anneau H peut fitre con-
sidere comine un sous anneau de l'anneau des series entieres de la variable
T = T" avec coefficients dans k. Posons *ih = ih/v. Les ordres des elements
de H par rapport a cette nouvelle variable seront \ = 0, *iv \,..., *tr,...,
et pour r suffisamment grand, on aura

AUXILIAIRE 2. Uinverse de tout element d'ordre zero de H est
au88% un element de H.

00

Demonstration. Si I'ordre de a = 2 «*$.• est zero, a0 est different de zero.
' *=o *

Or les coefficients fih du produit
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peuvent &tre choisis de maniere que Ton ait

Supposons en effet que ce choix ait pu etre fait pour fix, /?2, • • •, fin-v ®n a u r a

h=i

et il suffira de poser y?n = - yn pour avoir

phih) = l> mod «*•+*.

Pour les coefficients fih ainsi choisis on aura visiblement

00

Remarque. 2 aA/Sj- 6tant un element d'ordre zero de # , a chaque racine
A = 0

00

nierne de a0 contenue dans k correspond une racine nieme de 2 °^h^ih
 con~

ft=0
tenue dans H. La demonstration de ce fait est analogue a celle du theoreme
auxiliaire 2.

2. THEOREME AUXILIAIRE 3. Si Von designe par IJSh Vensemble des
quotients des elements de Ih par 8h, et par [Ih/Sh] Vanneau engendre par Ihj8h,
Vanneau [IhjSh] ne depend pas du choix de 8hparmis les elements d'ordre
hdeH.

Demonstration. Remarquons d'abord que l'ensemble Ihl8h contient
l'anneau H et par consequent [Ih/Sh] 2 H.

Soit S'h = eSh un autre element d'ordre hde H. e est alors un element de
[Ih/Sh]. II en r^sulte d'apres le theoreme auxiliaire 2, que e~l est aussi un
^16ment de [Ih/Sh]. On a done

IJ8'h = IJeS, = e-mhl8h)^[IhISh]
et par consequent [IJ^hl^Uhl^h]'

On peut ^videmment montrer exactement de la meme manidre que

1 ' o n a a U 8 S i

On a done [IJS^ = [IJ8J.
L'anneau [Ihl8h] ne dependant pas du choix 8h, nous pouvons le designer

par [Ih].
Remarque. Le semi-groupe W([Iih\) contient visiblement le semi-groupe

engendre par les entiers

R2
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qui sont les ordres des elements de IiJSih. Mais W([Iih\) n'est pas necessaire-
ment identique a ce semi-groupe comme le montre l'exemple suivant:
Considerons l'anneau H forme de toutes les series de la forme

S ccyXW (cc^ek),

avec X = t*, Y = tlo + t1&. On montre facilement que W{H) est forme
des entiers ^ 4 ^ 1Q ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 2 g ^

28, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, ....

Les ordres des elements de IJX sont alors les entiers

0, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 21, 22,
24, 25, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, ...

qui engendrent le semi-groupe

0, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 21, 22, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, ...

tandis que [J4] contient l'element (7/Z)2 - X* = 2t17 + <22 dont l'ordre est 17.
Remarque. Si pour un choix particulier de Sh, l'anneau [Ih] est identique

a IhISh, il en est de meme pour tous les choix de Sh. En efifet, 8^ = eSh etant
un autre 616ment d'ordre h de H, on aura

puisque tout element 8 de [Ih] est 6gal a l'el^ment e8 de [Ih] multipli6 par e-1.
Definition. Notts disons qu'un anneau H est canonique si Von a [Ih] = Ih/Sh

qudque soit he W(H).
Remarque. Si H est un anneau canonique, les entiers

forment un semi-groupe quelque soit h. Un semi-groupe d'entiers non negatifs

* o = ° » h » *2> • • • » ih> •••

est appele canonique si la suite

est un semi-groupe pour chaque h. Si la suite des entiers croissants

*o - °» *i» *2» •••» *A> •••

est un semi-groupe canonique, les series entieres

^aht^ (ahek),
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forment visiblement un anneau canonique. W(H) peut etre canonique sans
qu'il en soit de meme pour H: L'anneau H form6 des series de la forme

= t\ Y = tlo + t15,Z = «27, est tel que les ordres

0, 4, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, ...

de ses elements forment, comme on le verifie facilement, un semi-groupe
canonique, alors que H n'est pas un anneau canonique, puisque [74] contient
l'element d'ordre 17, ( 7 / Z ) 2 - X 3 = 2t17 + t22, qui n'est pas contenu dans
IJX.

THISOREME AUXILIAIRE 4. La partie commune de plusieurs anneaux
canoniques est un anneau canonique.

Demonstration. II suffit 6videmment de demontrer le theor&me pour la
partie commune de deux anneaux canoniques seulement. H et H' 6tant
deux anneaux canonique, soit S un element commun de ces deux anneaux.
Soit h l'ordre de S et soient Ih et I'h les ensembles d'elements de H et de H'
dont les ordres ne sont pas inferieurs a h. II suffit de montrer que

est un anneau. Or Ih/S et I^/S 6tant des anneaux, il en est de meme de
leur partie commune.

Remarque. Si H est un anneau canonique, il eD est de meme de [7̂  ].
Consideions en eflFet l'ensemble des elements de Lu. Ces elements sont de
la forme

£ ocvSiv (avck).

H ^tant un anneau canonique l'anneau [Ih] est constitu6 par l'ensemble des
00 Mi-

series de la forme 2 a» Tr* dont les ordres sont les nombres

L'ensemble des Elements de [Iih\ d'ordres sup^rieurs ou egaux a jt est alors
l'ensemble des series de la forme

v~h+l £>ih

Sih+JSih etant un element d'ordre jt = ih+t-ih de cet ensemble, l'ensemble
des elements

constituent l'anneau [7»A+i].
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© etant 1'ensemble de tous les entiers non negatifs,* on montre d'une
maniere analogue que si

{0,»!, ta, ..., *r

est une semi-groupe canonique, il en est de meme de

Remarque. Si les entiers

* o = 0 , » i , * 2 > • • • » • » ! •••

forment une semi-groupe canonique on a ih+i~H^H~h-v En effet, les
entiers iA_i~ iA_i = °»H-H-i* *n-i-**-i» •••» *r-**-i» — Levant former un
semi-groupe, on doit avoir ih+1 — ih-i^ 2(iA — «>t_i); d'ou r6sulte imm^diate-
ment l'inegalite ift+1 — ih ^ih — ih_v

3. D'apres la remarque qui suit imm^diatement le theor&ne auxiliaire 1,
/(#_!)„ contient toutes les series entieres dont les ordres en T = f sont
sup^rieurs ou 6gaux a N — 1 pourvu que N soit suffisamment grand. [/(jy_i) v]
est alors l'anneau k[T] de toutes les series entieres en T avec coefficients
dans k. Cette remarque nous conduit a la construction suivante qui nous
permet d'obtenir tous les anneaux canoniques ainsi que tous les semi-
groupes canoniques:

On commence par considerer l'anneau [I(y^j)v] = k[T] de toutes les series
entieres en T de meme que le semi-groupe %v des multiples entiers non
n^gatifs de v. On choisit un element d'ordre non mil, Tr_x de [I(K-.J)V] de
meme qu'un element non nul vr_1 (= w(Tr_^) de.&v et Ton pose

L'anneau [Z^.J et le semi-groupe {0, vr_1 + ©y} (= ^([^r_J)) sont
canoniques. On choisit de meme un &6ment Tr_2 d'ordre non nul dans
[/ir i] ainsi qu'un entier positif vr_2 (= w{Tr_2)) dans {0, vr_x + ®v], et Ton

J) = {0, vr_2, vr_2 + vr

On obtient ainsi un nouvel anneau canonique ainsi qu'un semi-groupe
canonique. En continuant de cette maniere on obtient finalement l'anneau
canonique

* Dans ce qui suit © designers toujours l'ensemble de tous les entiers non negatifs.

( 00 \ 00

2 a^'l d^signe l'ordre en t de la serie entiere S a,<*.
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et le semi-groupe canonique

avec ThekTh+1 + kTh+1Th+2+... + k[T] Th+1Th+2 ...Tr_v

{w{Th) =)vhz{vh+1, vh+1 + vh+2, ..., vh+1 + vh+2 + . . . + JV_I

4. Etant donn6 un anneau H la partie commune de tous les anneaux
canoniques contenant H est un anneau canonique *H que nous appelerons
la fermeture canonique de H. De mqme G = {0,ix, i2, ...,*r-i + @M ©"tant un
semi-groupe d'entiers non negatifs (i> = (ix, i2, •••>*r-i>*r-i + i;))> ^a parti©
commune de tous les semi-groupes canoniques contenant G est un semi-
groupe canonique *G; nous l'appelerons la fermeture canonique de G.

D'apres cette definition il est clair que W("H) contient le semi-groupe
canonique *W(H); mais ces deux groupes ne sont pas nec6ssairement egaux,
puisque W(H) peut etre canonique sans que H le soit.

5. Etant donn6 le semi-groupe

G = {0, ix, i2,..., it_x + <3v} (v = (*i, *2, < • •, »r-i» *r-i + »))>

la fermeture canonique *G de G peut s'obtenir de la maniere suivante:
On considere le semi-groupe (0, it + Gt] ou Gx est le semi-groupe des entiers
de la forme

- H
les coemcients alt a2, ..., <xn 6tant des entiers non negatifs. Le semi-groupe
{0, ix + Gt} qui contient alors G est visiblement contenu dans *G. Remarquons
que les elements de Gx qui sont inf6rieur a ih+1 — ix sont de la forme

a2(*2 ~ *i) + aa(*3 - *i) + ... + ah(ih - h);

les nombres a2(i2-it) + a3(i3-i1) + ...+ <xn(in-ix)

avec n~^h+\, an + 0 sont en effet sup6rieur ou 6gaux a ih+1 — iv En par-
ticulier l'el^ment le plus petit de Gx est i2 — ix. II en resulte en outre que les
elements de {0, ix + Gx] qui sont inferieurs a ih+x ne dependent que des nom-
bres ix, i2, ..., ih, dont ils sont des combinaisons lineaires a coefficients
entiers. Le semi-groupe {0, ix + Gx} etant contenu dans *G, il en serait de
meme de {0, ix + *GX} qui contient {0, ix + Gx} 2 G, et qui est canonique. On
a done "G = {0, ix + *GX}. La construction de *G est ainsi ramenee a la
construction de la fermeture canonique d'un semi-groupe de la forme

pour lequel on a i'r-_x ^ ir_x — ix. La r6p6tition de cette construction nous
permet done de ramener la construction proposee a celle de la fermeture
canonique d'un semi-groupe GN qui se reduit, pour N suffisamment grand,
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au semi-groupe Qfrv de tous les multiples non n6gatifs de v. ®v etant sa
propre fermeture canonique, la construction proposee se trouve ainsi
effectuee. Remarquons que les elements de *Q ainsi construits ne dependent
que des elements de 0 qui ne les d6passent pas; et qu'ils en sont des com-
binaisons lin£aires a coefficients entiers. Supposons en efifet que ceci ait 6t6
demontr6 pour la fermeture *O1 de Ov Les elements de *Qlt qui sont in-
f&ieurs a ih+1 — ix, ne dependent alors que des elements de Gx qui sont in-
ferieurs a tA+i~~h> et ils en sont des combinaisons Iin6aires a coefficients
entiers; or ces derniers ne dependent a leurs tours que des nombres h, »2> •••»*&
dont ils sont des combinaisons Iin6aires a coefficients entiers. II en requite
que les elements de {0, »\ + 'G^ = *G qui sont in&rieurs a ih+l ne dependent
que des i1} »2, ..., ih, dont ils sont des combinaisons Iin6aires a coefficients
entiers.

Etant donn£ le semi-groupe canonique

*G = {0,»!, »a,..., » M + ®v} (v = (iv i2,..., i M , i,^+v)), >

il n'existe qu'un nombre fini de semi-groupes g tels que *g = *Q. Soit eh effet

9 = {°»ii»ia» •••»Je>J8+i> ••}
un tel semi-groupe. Soient^j,^, ...,jn ceux des entiers^.Jg, ...,j3, ... qui
sont in£6rieur a ir+1 = ir_x + 2v. ir_x et ir_x + v 6tant des combinaisons
lineaires a coefficients entiers des j v j 2 , ••-, j n , 1© p.g.c.d. de ces nombres
est v. Or a chaque systeme d'entiers positifs inf6rieurs a ir_x + 2v dont le
p.g.c.d. est v, on peut asaocier un multiple jv de v tel que tout semi-groupe
d'antiers non n6gatifs contenant le systdme, contienne tous les multiples
de v superieurs a jv. Soit Lv le plus grand des entiers jv qui sont ainai
associ^s aux systemes de multiples positifs de v inferieurs a »r-1 + 2v. Les
semi-groupes g pour lesquels on a *g = *O contiennent alors tous les mul-
tiples de v qui depassent Lv et ne different entre eux que par leurs elements
qui sont inferieurs a Lv.

TH^OBJSME 1. La partie commune de tous les semi-groupes g tels que
*g = *O, est un semi-groupe gx tel que *g% = *O.

Demonstration. Soit g un semi-groupe tel que Ton ait *g = *O et tel
qu'aucun sous semi-groupe de g ne possede cette propriete; nous allons
montrer que g = gx. Soit i le plus petit element de g qui n'est pas contenu
dans gr Soient »0 = 0, ilt i2, ...,ihlea 616ments de g et de gx qui sont inf6rieurs
i t . » n'6tant pas contenu dans gx, le nombre i n'est pas de la forme

avec cLitCti,.... cch entiers non n6gatifs. D'autre part gx 6tant la partie com-
mune des semi-groupes dont la fermeture canonique est *G, il existe un
semi-groupe g' tel que y = *Q qui ne contient pas le nombre i. Les elements
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de *O = *g qui sont inferieurs a i ne dependant que des entiers ix, i2, ...,ih,
le semi-groupe g" obtenu en suprimant dans g' tous les entiers positifs
inferieurs a i autres que ilt i2, ..., ih est encore tel que *g" = *G. II en resulte
que les elements de *O qui sont inferieurs ou egaux a i ne dependent que des
nombres ilt i2, ...,ih; puisque g" ne contient pas le nombre i. Done la ferme-
ture du sous semi-groupe de g obtenu en y suprimant le nombre i est encore

"0. Contrairement au choix de g. On a done gx = get par consequent

%
Le sous semi-groupe gx defini dans l'^nconc^ du th6oreme 1 s'appelle le

sous semi-groupe caracteristique de tous les g tels que *g — *Q. II est clair
que le semi-groupe gx est tel que tout sous semi-groupe propre de gx ait une
fermeture canonique distinct de *gx = *O. Inversement si gx est tel que pour
tout spus semi-groupe propre g' de gx on ait *g' * *gx, gx est son propre sous
semi-groupe caracteristique.

gx = {0,ivi2, •••,»r_i,»r, •••} etant le sous semi-groupe caracteristique de
g, considerons les entiers X\> X& •••» Xh d^finis de la maniere suivante:
Xi= H> X* es* ^e ph13 petit de ceux des entiers iv i2, ...,ir,... qui ne soient pas
de la forme a^Xi avG° î» entier non negatif; ^3 est le plus petit de ceux des
entiers iv i2, ..., in ... qui ne soient pas de la forme ctiXi + ̂ Xz a v e c av a2
entiers non negatifs; enfin X\> X2> •••» Xn ^tant d^finis Xn+i es* ^e P m s petit
de ceux des entiers ix, i2, ...,ir, ... qui ne soient pas de la forme

aveo alf a2, ..., a n entiers non negatifs. Les nombres Xi> Xz> •••> Xh
definis s'appellent les caracteres de g.

THEOREME 2. y1 < y2 < ... < y{ etant un ensemble d'entiers positifs, V ensemble
des caracteres du semi-groupe g des entiers de la forme

avec alf a2,..., az entiers non negatifs, est contenu dans Vensemble yx, y2,..., yv

Demonstration. Soit Xi le plus petit des caracteres Xi> X*> •••> Xh de g qui
ne soient pas contenus dans l'ensemble yx, yt, ..., y,. D'apres la definition
de gx, Xi est de la forme atyx + a*y2 +. . . -I- ot|»yr avec a,x, a2,..., av entiers non
negatifs; yx, y2,..., yv 6tant ceux des entiers yv y2, ...,yt qui sont inf6rieurs
a Xi- 7i> 7a> •••» Yi etant des elements de la fermeture canonique de gx, tout
semi-groupe canonique contenant Xi, Xt> • • • • Xi-i contient aussiylt y2,..., yr.
Ceci impliquerait que la fermeture canonique du semi-groupe des com-
binaisons lineaires a coefficients entiers non negatifs de Xv Xz> •••» Xi-v
Xi+i> •••» Xh oontient Xt> et il en resultercit que gx n'est pas un semi groupe
caracteristique. Done l'ensemble ylt y2, ..., yt contient necessairement
l'ensemble Xi, Xz> -oXh-
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THEOR^ME 3. g etant le semi-groupe des combinaisons lineaires a coefficients
entiers non negatifs de 0 < yx < y2 < ... < yx, les entiers

*>i> v*> •••> ^ A T - 2 . »N-I> V
tels que Von ait

se deduisent de yx, y2, ..., yx par Valgorithme quasi-jacobien de Du Val.*
Les entiers vx, v2,..., vN_x, vyfigurent commediviseurs, tandisque les quotients
partiels representent les nombres de fois que chacun des diviseurs est repete
dans la suite vx, v2, ..., vN_x, v. Reciproquement si les nombres

se deduisent deyx, y2, ..., yx par Valgorithme quasi-jacobien de Du Val, les
quotients partiels etant les nombres defois que chacun des diviseurs figure dans
la suite vx, v2, ..., vN_lt v, lafermeture canonique du semi groupe des entiers
de la forme

avec als a2, ..., OLX entiers non negatifs, est *g;
Demonstration, v 6tant le plus grand commun diviseur des elements de g,

o n a y ^ v. Si yx = v le semi-groupe g est constitue par l'ensemble de tous
les multiples de yx = v, et Ton a g = *g = {Q&v}. Dans ces conditions
l'algorithme se termine des le commencement. Admettons que la proposition
ait 6t6 etablie pour tout ensemble y[ < y2 < ... < y\> pour lequel y[ < ylf et
6tablissons le pour l'ensemble ylt y2, ..., yt. Soit yi le plus petit des entiers
yvy2, • • •, yj qui ne soit pas divisible par yv Soit q le quotient de yf par yx et
consid^rons le semi-groupe V des combinaisons lineaires a coefficients
entiers non negatifs des nombres yi — qyx yi+1 — qyx, ..., yx — qyx, yv Le semi-
groupe *g contient visiblement le semi-groupe {O^u 2y1} . . . , ^ + F} qui
contient g. On a done

{ }

ca.d. Vi = 7v V2 = y» •••» vq

*T = {0 ,v q + 1 ,v q + 1 + vq+2, ...,vq+1+.

Les entiers yi — qyx, yi+1 — qyv ..., y, — qy{, yx 6tant les restes de la (i — 1 )-ieme
division de l'algorithme applique aux nombres yl5 y2, ..., yh il suffit de
montrer que les entiers vq+1, vq+2, ..., vN_v v s'obtiennent en appliquant
ralgorithme aux entiers yi~qyx, yi+1-qylf •••, yt-qyi> yv Or yi~qyx

6tant inf6rieur a yx, ceci a 6te admis comme 6tabli. Reciproquement, si les

* Du Val, loc. cit.
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nombres vlt v2, • • • >
 VN-V V s e deduisent de yx, y2,..., yx par l'algorithme quasi -

jacobien de Du Val, la fermeture canonique du semi-groupe des com-
binaisons lineaires a coefficients entiers non negatifs de yx, y2, ..., y, est

d'apres la proposition directe que Ton vient d'etablir.
Xn Xz> •••> Xh ^tant les caracteres de g, le semi groupe des combinaisons

lineaires a coefficients entiers non negatif de Xv X2> •••> Xh es* ^ s o u s semi-
groupe caracteristique gx de g. II en requite, d'apres les th6oremes 3 et 2,
que les entiers v1,v2,...i vN_Xi v se deduisent des caracteres de g par l'algorithme
quasi-jacobien de Du Val, et que tous les systemes d'entiers non negatifs
7i» 72> •••> 7J» pour lesquels l'algorithme fournit le meme r^sultat, se
deduisent du systeme des caracteres de g en lui adjoignant des nombres
arbitrairement choisis dans *g.

6. Considerons maintenant un anneau H et sa fermeture canonique *H.
L'anneau H etant de la forme

H = k + kSh + k8it+... + k[T]Sih

sa fermeture canonique *H peut se construire de la maniere suivante:
Designons par Hx l'anneau

ou la sommation est ^tendue a tous les systemes d'exposants entiers non
negatifs a2, a3, ..., ah_t tels que a2(i2-ix) + as(is-i1) + ... + a^i^-ix)
soit inferieur a ih — iv La fermeture canonique *H de H contient visiblement

qui contient H et Ton a *H = k + *H18il, en d^signant par *H1} la fermeture
canonique de Hv D'une maniere g&ierale ^ 6tant d^fini, d6signons par
Hi+1 l'anneau deduit de #< de la meme mani&re que Hx est deduit de H.
II est clair que pour N suffisamment grand HN est identique a k[T], Soit
Ti+1 un element d'ordre positif le plus petit de H^ On a alors visiblement

*H = k + k^ + 'HiT^ (avec T = St)

Remarque, n etant un entier quelconque, l'anneau k + H^^ modtn ne
depend que de H mod tn. Pour le montrer il suffit d'observer que Hx mod tn~*i
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ne depend que de H mod tn. De mime l'anneau k + H2T2 mod tn-^ ne depend
que de Hx modf^i . L'anneau k + kTx + H2TxT2 modP ne depend done
que de H mod tn. En continuant de cette maniere on observe finalement que

*H = k + kT1 + kT1T2+... + kT1T2...TN_1 + HNT1T2...TN modtn

ne depend que de H mod tn.

THISOREME AXJXILIAIRE 5. Si H mod tn est identique a *H mod tn, Vensemble
*H mod tn+1 est identique a Vun des ensembles

Demonstration. L'ensemble *# modin etant identique a H modP,
l'ensemble *H mod<n+1, qui contient l'ensemble H modP+1, est constitu6
par les elements de la forme

ou S est un element de H, */Sn un element fixe d'ordre n de *H, et a un 616ment
de k. Done tout anneau H' modtn+1, contenant l'anneau H modP+1, est
identique a H modP+1, s'il est contenu dans *H modP+1 sans lui etre
identique. Considerons maintenant l'anneau

qui contient H mod£n+1 et qui est contenu dans *H mod<n+1. D'apres ce
que nous venons de remarquer l'anneau fc + ^ j i i j modP+x est identique
a l'un des deux anneaux

*H modtn+l, H modP+1.

S'il n'est pas identique au premier on a [Jfi] = IiJS^ modP+1~ii. Comme
*[7ix] modi""1"1"'! ne depend que de [/ti] modin+1~ii, les ensembles

•[7^] mod ««+i-<i, k + ^

seront alors identiques, puisque IiJS^ est l'ensemble des elements d'ordre
positifs de IiJStl. II en resulte que *H modP+1 est identique a l'un des deux
anneaux

k + fl^jy mod «»+i, k + kS^ + •[/( J Si% mod P+1.

Si *R mod«n+1 n'est identique ni a k + /S4i[^J mod<n+1 ni a

ces deux anneaux sont identiques a H modin+1. Dans ces conditions on aura
[7ia] = IiJSi% mod<n+1~i«, dont on peut deduire l'identite des deux ensembles

or

*[7J modP+^i k + V 1 ^
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*H mod tn+1 est done identique a l'un des ensembles

mod V»\ k + kS{i + [Ii2] Su mod

+*[Iia] Si9 mod tn+*.

En continuant de cette maniere on montre que *H mod£n+1 est identique
a l'un des ensembles

modtn+\

^Su modtn+\

k+kSh+kSit+... + &}8il modtn+\

Or pour il+1 > n +1, le dernier de ces ensembles est H mod tn+1. *H mod tn+1

est done identique a Fun des ensembles

avec
Xlt X2, ..., Xn etant des series entieres d'ordres positifs en t, nous d^sig-

nerens par k[Xlf X2,...,Xn] l'anneau forme des series de la forme

avec &j1jt...jnek) la sommation etant 6tendue a tous lessystemes d'entiers
n6gatifs.

THEOREME AUXILIAIRE 6. Lea elements Tlt 72, ..., Yv, ... de*H etant choisis
de maniire que w(Yj) soit le plus petit eUment de W(*H) non contenu dans
W(k\TlfYit ..^Y^j]), si les elements Y'lt Y'2, ..., Y'v_x, sont respectivement
congrus a Yx, Y2,..., Yv_x mod t1*^, le plus petit Element de W(*H) non contenu
dans W(k[Y'lt Y'2,...} 7 ^ ] ) estw{Yv).

Demonstration. Les anneaux

*H modV*T»\ k[YltY2,...,Y^] mod««<^>, k[Y[,..., Y'v_x] modt^T»>

visiblement identiques il suffit de montrer que k[Y[, Y2,..., Y'v_^
ne contient pas d'element d'ordre w(Yv). Tout element de k[Y[, Y'2,..., Y'v_

etant de la forme

ou P{Y'lt Y2,..., Y'v_^) est un polynome a coefficients dans k, il suffit de
montrer que w(P( Y[, Y2,..., Y'^)) ne peut etre 6gal a w(Yv). Si le polynome
P(Y[, 7a,..., Y'v_x) contient un terme constant, 7^, Y2, ..., Y'v_x etant tous
d'ordres positifs, on aura w(P(Y'ly Y'2,..., Y'v_x)) = 0*w(Yv). Si

•* (•* 1 , X2, • • • , -* v _ i )
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contient des termes de degr6s 1 sans contenir de terme constant, on peut
l'ecrire sous la forme

P ^ , Y'2,..., F J ^
avec /?4=0; P2{Y[, Y2,..., Y'v_j) etant la somme des termes de degr^s non
nuls par rapport a l'ensemble Y'if Y'j+1, ..., Y'v_x sauf le terme (iY).
w(P2(Y'v Y2,..., Y'V_J) est alors supeiieur a w(Y'j) qui est par definition
different de l'ordre de

Px(Fi, Y'2,.... Y'^P^Yt, ...,7H
On a done

w(P(Y[, Fi, . . . , F ^ ) ) = min(t*(FJ))f U ^ F ; , FJ,..., ri_1))<«KF,).

Si enfin P(7i , F£,..., F^_x) ne contient aucun terme de degr6 1 ni de degre
zero, on peut 6crire

P{Y[, Fi,..., YU^P^Y,, ...,Yv-i) mod^^1

w(P(Y1} Y2,..., Yv_x)) etant diflFerent de ty(Fv) il en est de rneme de

THEOR^ME AUXILIAIRE 7. Ylt Y2,.... F^!, Fv et FJ, F^, ..., F^_! ayant les
memes significations que dans Venonce du theorime auxiliaire 6, si la fermeture
canonique de lc[YvY2, ...,I^P_1] ne contient pas d'eUment d'ordre w(Yv), il en
est de meme de fermeture canonique de k[Y'v Y2,..., F£_J.

Demonstration. Soient i0 = 0, iv i2, ..., ip ... les orders des elements de
k[Y'lf Y'2,..., Y'v_{\ Merits dans l'ordre croissant et soit 1\ l'ensemble des
elements de k[Y'v Y2,..., Y'v_{\ dont les ordres ne sont pas infe'rieurs a i^.
Designons par S'it un element d'ordre it de k[Y[, Y'2,..., Fi_J» ©t par &' la
fermeture canonique de k[Y[, Y2,..., F^_t], Les anneaux

etant identiques, d'apres le th^oreme auxiliaire 5 l'anneau
est identique a l'un des anneaux

avec ij < w(Yv). Soit /* le plus petit des entiers I pour lesquels cette identity
a lieu. Si/* = 0, $ ' mod p ( W i e s t identique a Jfc[F;, Y'2,..., F^.Jmod^^H-1

qui ne contient pas d'el6ment d'ordre w(Yv). Supposons done que /i est
positif. Pour montrer que §' ne contient pas d'element d'ordre w(Yv), il
suffit de montrer que [/< ] ne contient pas d'616ment d'ordre w(Yv) — ift.
Soient I{ et *I{ les ensembles des elements d'ordres non inf(6rieurs a i^ de
k[Ylf..., Yv_^\ et de *H. Les anneaux

*[F1,Fa,...,F_1]modl-<1W, ifc[Fi, F^,..., F;_J mod<«<Fv)
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6tant identiques, il en est de memo des ensembles

ou 8i est une element de k[Ylt Yz,..., Yv_^\, tel que Ton ait

8ifi=8f
i/t

U en requite qu'on peut associer a tout element Z' de I\ \8\ un Element Z
de IiJSi de manidre que Ton ait

Z = Z' modP*r'Hfi.

Considerons en particulier un ensemble d'&e'ments Z[, Z'z, ..., Z'p de
I'{ /S'{ ohoisis de la manie're suivante:

(1) Zj est un element d'ordre positif le plus petit de 1\ \S\ ,
(2) Z'lt Z't, ..., Zy_j ^tant choisis, on ohoisit Z\ de maniere que w(Z'j) soit

le plus petit element positif de W{I\ \S\ ) qui ne soit pas contenu dans
WikWZi^)

(3)\ w{Zf
p)<w(Yv)-ifl+\ et tout 616ment de W(rifi/S'if) inf^rieur a

w(Yv) -i^+1 soit contenu dans W(k[Z[, Z'2,...,Z'p]).
k[Y'v Y'2,..., Y'y_y\ mod*"*™* etant distinct de ^ ' mod^F")+1 tandis que

k[Y'v Y'2,..., y;_J mod^F') est identique a §' m o d ^ ^ , l'anneau
k[Y[, Y't,..., F£_J ne peut oontenir d'el&nents d'ordres w(Yy). II en re1 suite
que les nombres «;(Zi), w(Z'a), ..., w(Zp) sont infe'rieurs a 1̂ (1̂ ) — ̂ . Des
conditions imposes au choix des Z'v Z'2, ..., Z'p r6sulte en outre l'identite
des anneaux

k[Z[, Z'it....Z'p]

il suffit done de montrer que k[Z'ltZ't,...,Zp] ne contient pas d'616ment
d'ordre w(Yv) — i/l. Or soient Zv Zt, ..., Zp\ea 616ments de If / ^ tels que

l'on ait z z , dP*Y^ (j = 1,2, ...,/>).

La fermeture canonique de k[YltYt, ...,^-1] ne contenant aucun Element
d'ordre w(Yy), l'anneau k[Zv Z2,..., Zp] ne contient aucun 616ment d'ordre
w(Yv)-iM. Les elements Zv Zit ..., Zp, Z^^YJS^ de [*Iip\ et les
Z'x, Z'l, ..., Zp remplissent done les conditions de I'6nonc6 du theoreme
auxiliaire 6 vis a vis de l'anneau canonique [% ]. L'anneau k[Z'v Z'2,..., Zp]
ne peut done contenir d'616ments d'ordres w(Zp+1) = w(Yv) — iM.

Considerons maintenant un ensemble d'616mente Xlt X2t ••-, Xm de *H
choisis de la maniere suivante: X1 est un element d'ordre positif le plus
petit de *H\ Xv Xit ..., Xj_x 6tant choisis, Xt est un element de *H tel que
w(Xt) soit le plus petit element de W(*H) qui tie soit pas contenu dans
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i-i)> o u &1-1 d6signe la fermeture canonique de k[X1,X2,...,Xl_{\.
Les elements de W(*H) etant des combinaisons lineaires a coefficients entiers
non negatifs d'un nombre fini d'entre eux, les elements Xlf X2) ..., Xh ...
ainsi choisis ne peuvent etre qu'en nombre fini. Un tel ensemble d'eiements
(Xly X2,..., Xm) sera appeie dans ce qui suit une base de *H.

THUJOREME 4. (XvX2,...,Xm) etant une base de *H, les entiers

w{X1),w{X2),...,w{Xm)

ne dependent que de *H et ils constituent une partie des caracthres de "H.
Demontrons d'abord la proposition suivante qui facilitera la demonstra-

tion de ce th6oreme.

THEOREME AUXILIAIRE 8. >̂, etant la fermeture canonique de k[Xv X2,..., X{\
ou Xv X2,..., Xm est une base de *H, onpeut choisir les elements Yv Y2,..., Yv,...
de Jpj remplissant les conditions de Venonci du theor&me auxiliaire 6 envisagi
pour Vanneau canonique $Qt (c.a.d. w(Yj) etant le plus petit element de W(^t)
non contenu dans W{k[Y1,Y2,...,Yi_1]))demaniere que la suite Yly Y2, ...,YV,...
contienne Vensemble Xv X2, ..., Xt.

Demonstration. Pour 1=1, on a visiblement ^ = fefXj] et Ton peut
poser Y1 = Xv Supposons que la proposition ait e'te' d^montr^e pour I et
demontrons la pour 1+ 1. Soient Yx, Yz, ...,YV ceux des elements choisis de
)̂j dont les ordres sont plus petits que w(Xl+1). Les 616ments de W($QJ) qui

sont inferieurs a w(Xl+1) sont alors les m^mes que ceux de W(k\Y1> Y2 Yv]).
Le plus petit 616ment de W($Q1+1) non contenu dans W(^t) 6tant w{Xl+1),
posons Yv+1 = Xl+1, et choisissons Yv+2i Yv+B, ... dans $z+1 conformement a
I'6nonc6 du th^oreme auxiliaire 6 envisage pour ^,+1. La suite

Y Y Y Y

remplit alors les conditions de l'enonce de la proposition que nous voulons
demontrer pour ^>j+1.

Demonstration du thioreme 4. Soient Xlt X2i ..., Xm et X'v X2, ..., X'm'
deux bases de *H. Si les entiers w(X^), w(X2), ..., w{Xm) et les entiers
w(X[), w{X2), ..., w{X'm.) n'etaient pas les memes, Tun au moins des entiers
(MXi)MX%),-'-MXm)MXMX'*),.--MX'mr)) n'appartient qu'a Tun
des ensembles (wiX^wiX^ ...,w{Xm))} {w{X[),w(X'2), ...,w{X'm.)). Soit
w(X'i+1) le plus petit de ces entiers qui n'appartient qu'a Pun de ces ensembles,
et consid6rons les fermetures canoniques Jpj, ̂ J des anneaux k[Xlt X2,..., X{\,
k[X[,X2, ...,X'i\. D'apres les choix des X'J} Xj les anneaux
§ \ mod tv*xi+*> sont respectivement identiques a *H mod ̂ -^J+I),

w(Xl+1) 6tant par definition sup^rieur a w{X'J+1), l'anneau ^z devrait contenir
un element d'ordre w(X'l+1). Or soit (1^, Y2i..., Yv,...) un ensemble d'eiements
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de $, choisis conformement a l'enonce du theoreme auxiliaire 8 et soient
Yx, Y2>..., Yv, ceux des elements de cet ensemble dont les ordres sont inferieurs
a w(X'l+1). Les anneaux

etant identiques, il existe des elements Y'lf Y2,..., Y'v de §\ tels que

r ; = Yf modt«xi+*> (j = 1 , 2 , . . . , v).

La fermeture canonique de h[YX) Y2,..., F£] qui est contenu dans Jpj ne
peut contenir aucun element d'ordre w(X'l+1). Done la fermeture canonique
de k[Yx,Y2i ...,YV] qui n'est autre que $, (puisque l'ensemble (YX,Y2, ...,YV)
contient Tensemble (XVX2, ...,Xj)) ne contient pas d'elements d'ordre
w(X'i+i) (theoreme auxiliaire 7). Done w(XJ+1) est egal a w(X'l+i) contraire-
ment k l'hypothese.

Le fait que les nombres w{X^ w{Xt), ..., w{Xn) constituent une partie
des caracteres de "H se demontre comme suit: w(Xt) etant le plus petit
element de W(*H) on a w(Xj) = Xv Supposons que w(Xt) soit le plus petit
de ceux des nombres w(X1),t w(X2),..., w(Xm) qui ne sont pas des caracteres
de *H. w(Xt) serait alors contenu dans la fermeture canonique du semi-
groupe engendre par les elements de JF(*27) qui sont inferieurs a w(Xj).
Or les elements de W(*H) qui sont inferieurs a w(Xt) sont contenus dans
W7'( ,̂_1). On a done w(Xj)e Wfa^) contrairement au choix des Xt.

Dans ce qui suit nous allons appeler les nombres

*(*i) = *Xu «K^t) = *Xa> .», " ( X J = *Xm

Us caracUres de base de *H. De la definition d'une base de *H et du theoreme 4
resulte immediatement que tout systeme d'elements *Xlt *X2,..., *Xm de *H
tels que w(*Z1) = *Xi» W(*X2) = *x» ..., w(*Xm) = *xm constitue une base
de*H.

Un ensemble d'elements Ylt Y2}..., Yv de H s'appelle un systeme de ginira-
teur8, si *H est la fermeture canonique de k\Yx — 7jx,Y2 — ri2,...iYv — riv\ oh
Vi> 7a> '•-•>7lv designent les termes constants de Yx, Y2, ...,YV.

XXi Xt,..., Xm etant une base de *H, considerons un ensemble d'61ements
YX,Y2, ...,Ym choisis de la maniere suivante:

X'xek

-»2 = = - ^ 2 " ^ " ^ 2

8KB. 2. VOL. 60. NO. 2396.
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ou {Q{ d^signe la fermeture canonique de k[XvX2,...,Xi]; les elements
Ylt Y2, ..., Ym constituent visiblement un systeme de g6n6rateurs de *H.
Inversement tout systeme de g6n6rateurs contient un ensemble partiel
choisi de cette maniere. En effet Ylt Y2, ...,YV etant un systeme de g6n6ra-
teurs de *H, designons par ijlt v2, ...,vv les termes constant de Yv Y2, ..., Yv.
L'un au moins des entiers w(Y1 — ij1), w(Y2 — rj2), ..., w(Yv — 7}v) est alors egal
a *Xi> s°i* M^i — Vi) — *Xv On Peu* done poser Xl = Y1 — 7}v W(SQj) contenant
tous les elements de W{*H) qui sont inf&rieurs a *Xi> o n Peu* ohoisir X'+e^,
de maniere que Ton ait

wWi-X'^Xz (» = 2f3,...,v).

L'un au moins des entiers w(Yi — X'i) est 6gal a *#2; car sinon la fermeture
canonique de k[XltY2 — X2, ...,YV — X'v] qui est par definition identique a
*H ne contiendrait pas d'616ments d'ordre *;&• Soit w(Y2 — X2) = *Xz- OQ

peut alors poser X2 = Y2 — X2 et ainsi de suite. II resulte de ces considerations
que tout systeme de generateurs de *H contient au moins m ^16ments,
m etant le nombre des caract^res de base de *H\ nous l'appellerons le nombre
de dimension de *H.

7. *H = h + hTx + kTx T2 +... + k[T] Tx T2... TN_X etant un anneau canon-
ique, les caracteres ainsi que les caracteres de base des anneaux

sont des invariants de *H. Les caracteres de *Hh sont visiblement determines
par ceux de *H. Mais il n'en est plus de meme des caracteres de base de *Hh.

Considerons par exemple les anneaux

*H =

*H' = k+k& + kt«>{l+t) + kt'"'(l+t) + k[t]t*>. J

On verifie facilement que ces anneaux sont tous les deux canoniques et que
leurs caracteres qui sont ceux du semi-groupe

W(*H) = W{*H') = {0, ±v, %v, Iv,

sont les memes. Ces caracteres sont visiblement 4i>, 6J>, 1vt 8^+1. Con-
struisons maintenant une base de *H: On peut 6videmment poser
Xt = t**{l + t); k[Xx] est un anneau canonique et le plus petit element de
W(*H) non contenu dans ^(^tZi]) est 6v; on peut done poser X2 = ^ ( l +1).
La fermeture canonique de k[Xv X2] est

k[Xv X2] =

On peut done choisir X3 = fv(l +1) comme troisieme element de base de *H.
La fermeture canonique de k[Xv X2, X3] etant alors *H, les caracteres de
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base de *H sont 4y, 6v, lv. On observe de la meme maniere que les elements
X'x = &, X'z = t*v(l + t), X'3 = tlv{\+t) constituent une base de *H'. Les
caracteres de base de *H et de *H' sont done les memes. Calculons main-
tenant les caracteres de base des anneaux

Une base de *H'V est constitue par t2", t3v, &+1 tandis que les elements
t**( 1+t), t3v( 1+t) constituent une base de *H'V puisque la fermeture canonique
de h[P>{\ +t), fiv(l +1)] contient l'element

dont l'ordre est 4v +1. Les caracteres de base de *HV sont done 2v, 3i>,
tandis que ceux de "H[ sont 2v, 3v.

Les caracteres de base des anneaux [Ẑ  J = *Hh constituent done des elements
invariants nouveaux pour *H.

Les considerations qui suivent, permettent de determiner successivement
les caracteres de bases des *Hh. Considerons un element quelconque d'ordse
positif de *H. Soit T cet eUment et soit (XltXz Xm) une base de *H.
Disignons par *Xi ^e plus P^ des nombres

*Xi = w(-STi), **2 = MX*)> •••, *Xm =

tel que la fermeture canonique de k[XltXif . . . . X ^ , T] contienne un element
d'ordre %. Les Moments T, TXV TXit ..., TXt_lt TXi+v ..., TXm con-
stituent alors une base de k + *HT qui est canonique. En effet

k[Xlt X2,...,Xt_lyXi+1,...,Xm, T]

etant la fermeture canonique de k[X1,X2,...,Xi_1,Xi+1,...,Xm,T], la
fermeture canonique de k[T,TX1,...,TXi_1,TXt+lt...,TXm} contient
visiblement l'anneau

1 , X z , . . • , X i _ 1 } X i + 1 , . . . , X m ,

Comme k[Xv X2,...,Xt_l7Xi+1,..., Xm, T] contient un element d'ordre *^,
on a

La fermeture canonique de k[T, TXlt..., TXi-ly TXi+L,..., TX^ est done
identiquea k+T*H

qu'elle contient; puisque l'anneau k[T,TXv ...,TXi_1,TXi+v...,TXm]
est lui meme contenu dans k + T*H. Done pour montrer que les

T, I JCj, . . . , TX^_lf IXi+1, . . . , TXm

S2



276 CAHIT ABF [15 Nov.

constituent une base de k+T*H il suffit de montrer que les fermetures
canoniques des anneaux

k[T, TXX,..., TX^lt TXi+1,..., TXh]

sont depourvus d'eiements d'ordres respectifs

w(TXj+1), v>(TXi+1), w(TXh+1).

Or ces fermetures sont respectivement identiques a

k + 1 k\X.j, JL2, ..•,Xj, -I ],

k + Tk[Xj, X2, • • •, ^<_i> -^<+i>; • • > Xfa T],

oh les symboles surlignes designent toujours les fermetures canoniques des
anneaux correspondants. II suffit done de montrer que les fermetures
canoniques des anneaux k[Xlt X2,..., Xjy T], k[Xv X2,..., Xt_v T],
k[X11Xit...tXi_1,Xi+lt...,Xh,T] ne contienent pas d'elements d'ordres
respectifs w(Xi+1), w(Xi+1), w(Xh+1). Or le fait que la fermeture canonique
de k[X1,X2,...,Xi,T] p o u r j < i —1 ne contient pas d'elements d'ordre
w(Xi+1) est impliqu^ par la definition de i. Si l'anneau

tfX-xtXi, ...jX^i, T]

contenait un element d'ordre w(Xi+1) ou l'anneau

k[Xi,X2,...,Xt_1}Xi+1,...,Xh, T\

un Element d'ordre w(Xh+1), la fermeture canonique de l'un des anneaux

k[XltX2,...,Xt_1}Xi+2,...,Xm, T],

k[X1,X2,...,Xi_vXi+1,...,Xh,Xh+2,...,Xm,T], pour h<m-l,

k[X1} X2,..., Xi_lt Xi+1,..., X^, T], pour h = m -1,

contiendrait un systeme d'ei^ments d'ordre respectifs *Xi> *X*y •••> *Xm e*
par consequent une base de *H. Ce qui impliquerait l'existence d'un
systeme de generateurs de *H contenant m — 1 elements seulement, con-
trairement a ce qui a 6t£ etabli plus haut (voir § 6).

Les caracteres de base de k + T*H sont done

w(T), w(T) + *Xi, w{T) + \ 2 , ..., w(T) + *Xi-i, w(T) + *Xi+v »., ™(T) + *xm.
Comme les caracteres de base de k+ T*H ne dependent pas du choix des
elements XltX2, ...,Xm, le nombre *Xi n e depend que de T et de *JET seule-
ment. Nous allons le designer par *X\ = *X(T, *H).
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D'ime maniere analogue les caracteres k + T *H se deduisent de ceux de
*H par les expressions

w(T), Xi + u>(T)> •••» Xi + MT), p o u r w{T)±x» X» •••> Xi,
et par

w(T),Xl + w(T), ...,Xi-i + ™(T),Xj+i + «>(T), ...,Xi + MT), pour w(T) = Xi,

en designant par Xi> Xz> •••> Xi ^es caracteres de *H.
En particulier dans le cas oil tous les caracteres de *H sont aussi ses

caracteres de base, tous les caracteres de k + T"H seront aussi ses caracteres
de base si w(T) est un caractere de *H ou si #(T, *H) est infini.

Remarque, p 6tant un ^16ment quelconque de W(*H), on peut toujours
choisir l'element T d'ordre w(T) = p de *H, de maniere que x(T, *H) soit
egal a l'un quelconque de ceux des nombres *Xi> *̂ 2> •••> *Xm> *Xm+i = °° 91"
d^passent p, pourvu que p soit different des nombres *Xi- Supposons en
effet que p soit distinct des nombres *X\ < *X% < • • • < "Xm e t B0& *Xi ce^i" de
ces derniers pour lequel ona'^,</)<*Xz+\- Si Xx, X2, ..., Xm est une base
de *H, la fermeture canonique de k[Xx, X2,..., Xj] contient, par definition
des 616ments d'ordre p. Soit T' l'un de ces elements, et posons T = T' + Xh

(avec h> I, Xm+l = 0). Pour l^j <h—l les ensembles

k[Xv X2,...,Xi}T] mod «**», ifc[Z1} X2,..., Xp T'] mod <

J, ...,Xj]

etant identique, l'anneau k[XJyX2, ...,XjtT] n'a pas d'elements d'ordre
w(Xi+1) = *Xj+v Pourj<Z,/9 = w(T)6tant plus grand que *Xi+i» ^es ensembles

k[Xx, X2,..., X,, T7] mod t*xi+i+\ k[Xv X2,...,Xi] mod fxi

sont identiques et par consequent k[X1,X2,...,Xi,T] ne contient pas
d'elements d'ordre w(Xi+1). Par contre l'anneau

x,X2,...,Xh_lf T],

qui contient l'616ment T', contient aussi Tenement T—T' = Xh. On a

Consid^rons maintenant un semi-groupe canonique quelconque

Le semi groupe *^AT-I = {®v}

a visiblement un seul caractere qui est xiAr"1) = v- Les caracteres de

sont alors, d'apres la regie indiquee plus haut,
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Les caracteres de *C^_3 se deduisent des precedents, d'apres la meme regie:

' I pour vN_%>v,

. Pour vN_t = vN_x + v,

+ î , pour vN_z = vN_v

On en deduit successivement, en appliquant toujours la meme regie,
les caracteres {i) (i) ,0

A l » A 2 > • • • » A f c

de tous les semi-groupes *#, = {0, vi+1 + C?<+1}.
Posons maintenant

et d'une maniere generate
li-l — *<> A l — Vi> A2 — vi+ A l » '••> Afti — ^ i + X ^ - p

Sk? ^ - . *x5t? = î + * ^ Pour •

•XS+? = "< + * »., ^ t - ? = ^ + *^J. Pour % = •«,+ 1,
ou *hi est l'un quelconque des entiers positifs h ^ *Z,- +1 pour lesquels on a
vi < *xi? a v e c V't+i = °°» s i v<**?$\ ••-, V*i> s i n o n V% e s t ^ u i des nom-
bres *$>, •)$, ..., V*i qui est egal a vt.

De la remarque precedente et des considerations qui la precedent resulte
immediatement qu'on peut toujours choisir les el6ments Tt e *Hi de maniere
que les caracteres et les caracteres de base des anneaux

*HN_t = k[T), w(T) = v,
*HN_2 = Jc + •JSTJV_1TJV_lf w(TN_x) = vN_lt

*H = *H0 = k + *HxTXt w(Tx) = vx

soient respectivement
(Les caracteres) (Les caracteree de bases)

ylil) v«l) yt*V- * Y « 1 ) * Y
(
n

l 1 ) • v ? ) -
A l > A2 » ••*» Afc-i > A l » A2 > •••» A*&_, >

v(0) U0) y(0). «Y(0) •yg)) • y (0)
/Cl » / \2 > • • • > • • • > Ai . » /Vl » A2 > . . . , . . • , A*|,'
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En particulier les caracteres de base de *H = *HQ coincident avec sea
caracteres si et seulement si Ton a chojsi *^ = % + l, chaque fois qu'on
a eu a en faire le choix; le nombre de dimensions de *H serait alors le plus
grand des dimensions des anneaux canoniques ayant les memes caracteres.

THISOREME 5. Si les caracteres be base

•vuv-i). *vW-$ *xAN-&' • •v(<-1> V*-1) •vff"30- • V o ) *v^
A l > A l > A 2 > • • • > A l > A 2 > • • • > A , " l ( _ 1 > • • • » A l > • • • > A * / ;

ont ete construits en posant

* ^ = U plus petit de ceux des nombres *$\ *xfg\ ..., *X*̂ +i

qui ne sont pas inferieurs a vi}

le nombre de dimensions de Vanneau correspondant *H est le plus petit possible
parmis les dimensions des anneaux canoniques ayant les memes caracteres.

Demonstration. Soient
t v 0 V - l ) . tvCW-2) t v UV-2) . • t v ( x - l ) t v ( t - l ) t v ( * - D .
A l > A l 5 A2 ' •••> A l > A2 > •••> A ^ _ , > •••

un autre systeme de caracteres de bases, deduits des memes nombres v^.
Nous avons a montrer que Ton a % ̂  % (i = N — 1, N — 2,..., 0). v etant un
entier quelconque, designons par %(v) le nombre de ceux des

qui ne sont pas inferieurs a v. Soit de meme %(v) le nombre de ceux des
*)$\ *x$> •••> f ^ qui ne sont pas inf&rieurs a v. Nous allons demontrer, en
meme temps, que Ton a

Les egalites %_t = *lH_t = 1, %_2 = *lN_2 = 2,

eVidentes, il suffit de deduire de

les inegalites V i > V i . V i ( " ) - Vi(") < V i " V i -

Nous distinguons les cas suivants:

(1) % = % t^Jfini;

(2) %>% V^infini, ^ fini;

(3) %>% ^ m n n i , ^ m f i n i ;

(4) %>%, ^ J fini, •x&tofini;

(5) H>%, ^ n n i , •xS.fini.
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(1) *^ 4 etant fini, %(Vi) n'est pas nul. +^(^) — %(Vi) etant inferieur ou
egal a H{ — % = 0 le nombre %{v{) est non nul. Done *$lt est fini. II en
resulte que Ton a t7 _ t; _ * / _ * /

bi-i — H — H— H-v
Montrons qu'on a encore,

pour tous les v. D'apres les formules de recurrence

il est clair que Ton a

%-1{v) = %, ^ pour

Vi(") = î(" - "i) - 1 . Pour

-l(^) = % P o u r

-l{v) = *li(v-vi)-l, pour vi<i;<i/i + V^ ,

II en resulte que, pour

v^Vi + mm^x^^l) etpouf v>

on a Vi(") - ViM = ^C " "i) ~ ̂ i(̂  - "i) < 0.

Si^i< ^ t on aura min(^f ^t) = m&, max ( ^ / ^ ) = Vt̂  et

(pour y, + V%

S* iX(?L < *#*v vi &t>BiDt> inferieur ou egal a t t̂t^> il n'existe aucun nombre
*$> compris entre f;$J4 et *^Ji. On a done pour vt + ̂ ^ <

(2) tZi^*ii, *x% infinij *X̂ A« fi1"- Dans ce cas on aura visiblement
. j = ̂  + 1, */<_! = \ , et par consequent t^_i>*^_1. Des formules de
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recurrence qui fournissent les nombres fx^-1) e t *X?-1) resulte en outre
que Ton a +7 . . tJ .

V i W = k + 1> Po u r v^vit

Vi(") = %iy - vd> pour vi < v,

*k-i(v) = *k, pour v^vi}

V i W = ^ - " i ) - l . Pour vi

dont on deduit facilement l'in^galite

ViW-ViW^Vi-Vi^i-

(3) Pour +^ ̂  %, ytft4 infini, * ^ infini, il est clair que Ton a •/<_,_ = ^ + 1,
%_! = *^+ 1 et par consequent %_1^*li_1. Des formules de recurrence qui
fournissent les nombres +^l~1)

5 *A!it-1) resultent en outre

Vi (" ) =%+!* V i ( " ) = % + 1 > Pour ^ < "<.

^-iC^) = ^ (^ - ^) , %-i(^) = %(^ - vt), pour ^ < v,

d'oii l'on tire ^-i(^) - Vi ( " ) < V i ~ V i -

(4) Ht > "li, ̂ x^hi nn*> *J$hi i11^11!- On aura alors

ViC*') = % V i M = %+x. Pour

%-i(v) = %(v-Vi)-l, %-i(v) = %(v-Vi), pour

%-i(v) = %(v-Vi), %.1(v) = %{v-vi), pour

et par consequent

Vi(^) - Vi(") = Vi - Vi.
%-i(v)-%-M = ni(v-vi)-*li(v-Vi)-l, pour vi<P^vi + ^hl.

f/$L t̂8111* fi1^ mais superieur ou 6gal v{ tandis que * ; ^ est infini, on aura

*k-i(v) = *li(v-vi) = O, pour v>vi + ^

et par consequent

Vi(") - Vx(") = V i M < Vi("< ++ A ) , pour pt +1^« < „,

<- t/ * /
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(6) \ > *l{,
 f^( fini, *$hi fini. Dans ce cas les in6galit£s

V i > % V i M - Vi(") < V i - V i
se deduisent de %^%-x, %{v) — *lt(v)<%-% exactement de la meme
maniere que dans le cas (1).

l0 6tant le nombre des caracteres de

*l0 le nombre des caracteres de base *^0), *%(
2
0),... deduits de *Q conform6ment

k l'^nonce du theoreme 5, nous venons de voir que le nombre des caracteres
de base d'un anneau canonique *H, tel que W{*H) = *G, est compris entre
Ho et l0. Inversement on a

THEOREME 6. n etant un entier quelconque compris entre \ et l0 il existe
un anneau canonique de dimension n dont les caracteres sont ceux de *Q.

Demonstration. II suffit de d^duire de l'existence d'un anneau canonique
de dimension n — 1 celle d'un anneau canonique de dimension n. Supposons
done qu'il existe une systeme de caractere de base

t v ( J V - l ) . tv(A^-2) t v ( i V - 2 ) . . tv(0) t-XO) tv(p)
Xl » A l > A2 > • • • ' Xl > A2 > •••> ALt̂

deduits de *Q suivant les regies indiqu^es plus haut et que Ton a Ho = n — 1.
Le nombre Ho 6tant plus petit que Zo, il existe des entiers i pour lesquels
^X^ites* ft11*8ans ®*re ®8ala v% \ soit/* le plus petit de ces entiers. Nous pouvons
supposer que le systeme de caracteres de base

t-Ztf-D. tv(iV-2) tv(iV-2). . tv<0) tv(0)
A l » A l > A 2 > • • • » A l > • • • > A t j ,

ait 6t6 choisi parmis les systemes qui remplissent les memes conditions, de
telle maniere que /i soit le plus grand possible. Cela 6tant, posons
il' — tl _ 1 tv'(iV-l) _ t^iV-DlJV-l — lN-l — l> Al — Al >
il' — il _ O tv'(#-2) _ i-J.N-2) iv'(N-2) _ iJM-H
l>N-2 — LN-2 — Z> Xl — Al » A2 ~ A2 »

avec ^ = 00. L'ensemble 'x^-1*, ^ i ^ ^ , ..., Y t ^ est visiblement
constitu6 par l'ensemble Vi*"^ ^ " ^ •••, ^ " ^ e t P a r 1© nombre
'xi'f+i = VA.+ *;$?„• L® nombre v^! ne peut pas etre egal a *x*h~+l C a r

sinon on aurait ^tj"^) = °°> *X*h£?t = ^tjfj+i e t ^e systdme correspondant
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serait compos6 des memes nombres que le systeme

Al "p-V A2 Al >yp-V •*•»

A % + 1 - A % + % - l > Atft^+2 ~ A t f t ^ + i + ^ - U ••••

Ceci nous permetterait alors de construire, en posant

£J> _ .>-«.
tv'(0) _ tv(0) tv'(0) _ tv(?).
A l — A l » •••» A t / , — At/0>

un systeme de caractere de base ^ i ^ " 1 ^ ...; tx^t fA!2(0)» •••» ^tjf

les memes conditions que le systeme t^(
1

JV~1);...; fx40), fA40)» •••» * / !

les VtSS 8 O n* infinis ou egaux a vt pour i = 1,2, . . . , / * -1 e t /« . Done si

^ t j ^ ' e s* ^e premier des nombres *%$ Q11* n ' e s t ni infini ni egal a vM., on
aurait fi' > /i, contrairement au choix du systeme

ainsi different de *X*h~+l Q1" e s* ^e s e u ^ ^ e s nombres tXi(/*~

ne soit pas 6gal a un nombre i)$t~t) on peut poser +Xt(ft'~1) = tXtA~1) e* c o n "
eiderer Tensemble

f

qui est alors compose des nombres

et de tXtif/1̂
1i + V r = txS)

)J+
l 'p+Vi> O n m o n t r e d e meme que v^ est

distinct de *X?h~+i + v/i-i> ^ ^ no^s permet de poser fx^~^= *)$£~*)
t.

En continuant de cette maniere on construit finalement le systeme

qui se compose de fxi0), tx̂ >)» •••> +X^

et du nombre + x^ + ̂ + ^ _i + . . . + vx. On a done

Le tableau ci-contre montre les systemes de caracteres de base qui
correspondent au semi-groupe

*O = {0, 702, 1404, 1620, 1836, 2052, 2106, 2160, 2214, 2268,

2322, 2340, 2358, 2376, 2383, 2390, 2394, 2397 + ©};

la premiere colonne du tableau 6tant en meme temps le systeme des
caracteres de *O.
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H,

H,

H

1
3
4
7
7
18
18
18

54
54
54
54
54

1™* colonne

4
7
11
18
25
43
61

72
126
180
234
288

115
169
223
277
331

216 270 504 547
216 486 720 763
216 702 936 979
702 918 1638 1681
702 1620 2340 2383

CAHIT ARF

2ime colonne

1
3
4
7
7
18
18
18

54
54
54
54
54

216
216
216
702
702

4
7
11
18
25
43
61

72
126
180
234
288

270
486
702
918
1620

115
169
223
277
331

547
763
979
1681
2383

3ime colonne

1
3
4
7
7
18
18
18

54
54
54
54
54

216
216
216
702
702

4
7
11
18
25
43
61

72
126
180
234
288

270
486
702
918
1620

115
169
223
277
331

504
720
936
1638
2340

[151

4«Bn* colonne

1
3
4
7
7
18
18
18

54
54
54
54
54

216
216
216
702
702

4
7
11
18
25
43
61

72
126
180
234
288

270
486
702
918
1620

504
720
936
1638
2340

!sov.

5^c

1
3
4
7
7
18
18
18

54
54
54
54
54

216
216
216
702
702

olonn

4
7
11
18
25
43
61

72
126
180
234
288

270
486
702
918
1620

Comme exemples d'anneaux H dont les caracteres sont 702, 1620, 2340,
2383 on peut citer les suivants:

£1620 £2340 £23831

{l + «72)3, , «2383(1 + * 7 2 ) 9

, « 1 6 2 0 (H-« 1 1 5 ) 7 ,
30 "]

dont les suites des caracteres de bases sont respectivement donnes par lea
cinq colonnes du tableau ci-dessus.

Remarquons enfin que les caracteres de *H et les caracteres de base de
*H, *H1} ..., *#JV_I qui sont, comme nous l'avons vu, des invariants de *H,
ne constituent pas un systeme complet d'invariants. C'est a dire on peut
construire des anneaux canoniques *H et *H' non transformable l'une dans
Tautre par une substitution de la forme

t->t{aQ + a1t+ ... + ant
n+...), (ao + O)

de maniere que les caracteres de *H et de *H' ainsi que les caracteres de
base de *H, *HV ..., *i^r-i e t de *H', *H'X, .... *H'N_X soient respectivement
les memes. Soient par exemple

*H = k + kt^i 1 +1) + kt*v( 1 +1) + ktlv{ 1 +1) + k[t] t *,

avec v > 2. Ces anneaux ont les memes caracteres qui sont

4v, 6v, Iv,



1945] - UNE INTERPRETATION ALGEBRIQUE 285

Leurs caracteres de base sont egalement les memes:

4v, 6v, *lv.

Les anneaux *HV *!![ 6tant tous les deux identiques a

les caracteres de base de *£[[, *H2, *H'Z, *H^ sont respectivement les memes
que ceux de *HV *H2, *HZ, *HA. Par contre il n'existe aucune substitution
de la forme

(a)

qui transforme *H en *Hr. En effet une telle substitution qui doit transformer
*Hen*£Tdevraittransformer*^en*i/i,c.a.d.enluimeme. Or,ensupposant
que 2v est non divisible par le caracteristique de k, les substitutions de la
forme (a), qui transforment l'anneau

*HX =

en ltd meme, sont de la forme

dont aucune ne transforme I'ei6ment

de *H en un 616ment du meme ordre de *H' qui est de la forme

8. Consid^rons maintenant une branohe algebrique passant par l'origine
et defini par

ou Y^t), Y2(t),..., Yn(t) sont des series entieres en t, dont les termes constants
sont nuls. Consid6rons l'anneau k[Y1(t),Y2(t),...,Yn(t)]. Nous pouvons
admettre que cet anneau contient des elements de tous les ordres qui
depassent un nombre suffisamment grand (theoreme auxiliaire 2).

THIBOREME 7. *H etant la fermeture canonique de k\Yx{t),Y2{t)t ...,Yn{t)\
soit W(*H) = {0, vx, vx + v2,..., vx + v2 + ... + vN_t + ©}. Les ordres de muUi-
plicite8 des points successif de la branche Yx{t), Y2(t), ..., Yn(t) sont

Dimonstration. Soit w(Y1(t)) le plus petit des nombres

wiYM), w(Y2(t)), ..., w(Yn(t)).
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Le point 0 = (0,0, ...,0) est alors un point multiple d'ordre
D'autre part il est clair que ^(71(<)) = vv II suffit done de montrer que les
ordres de multiplicity des points successifs (t = 0) de la branche*

Y^t) — Y^t), Y2(t) — y77\> '"> Yntt) = Y~(7\

qu'on d^duit de Y^t), Y2(t), ..., Yn(t) en resolvent le point 0, sont

v2, vZi ..., vN_lt 1, 1, ....

Nous transportons l'origine des coordonn^s au point t = 0 de la branche
Y'i(t), Y'2(t), •••> Y'n(t), qui devient alors

Y[(t)-Vi, Y'2(t)-y2, .... 7'n(t)-nn

oh. 7ilt 7}2,...y7in d^signent les termes constants des seiies Y'^t), Y'2(t),..., Y'n{t).
Iv 6tant I'id6al de klY^t),Y2(t), ...,Yn(t)] form6 par ses el&nents d'ordres
sup^rieurs ou 6gaux a vlt il est Evident que

K J = KT'iW-Vi, Y'2(t)-V2,.... Y'n(t)-Vnl

Or nous savons que *H = k + Y^t) [Iv ]

et que JF(Ej) = {0,vt,vt + v9,...,vi + v9+... + vN_1 + ®}.

Done Torigine est un point multiple d'ordre vit pour la branche

n(i)-n» m)-v» - . Y'n(t)-Vn-,
autrement dit le plus petit des nombres

wiY'S)-^), w(Y'2(t)-V2), ..., w(Y'n(t)-Vn)

est v2. On acheve la demonstration du th^oreme 5 en r6p^tant un nombre
quelconque de fois ce raisonnement.

D'apres le th6oreme 3 les nombres vv v2, ..., vN_v ... se d6duisent des
caracteres de *H exactement de la meme manidre que ces nombres, con-
sid6r6s comme ordres de multiplicite^ de la branche, se d^duisent des
caracteres de Du Val associ£s a la branche Fx(£), Y2(t), Ya(t), ..., Yn(t). Pone
les caracteres de Du Val de cette branche sont les memes que ceux de

II est Evident que si deux branches

Y1(t), Y2(t) Tn(t); Z&), Z&), ..., ZJt)

passant par l'origine peuvent etre transformers Tune dans l'autre par une
transformation birationnelle r6guliere a l'origine, les anneaux

k[Y1(t)iY2(t)i...,Yn(t)],

* Voir P. DuVal, loc. cit. et J. G. Semple, "Singularities of space algebraic curves",
Proc. London Math. Soc. (2), 44 (1938), 149-174.
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sont identiques ou, d'une maniere plus precise, transformables l'une dans
l'autre par une substitution de la forme t-^^aQ + a^ +...), (ao=j=O) et
r^ciproquement. Nous dirons alors que ces deux branches sont r^guliere-
ment equivalentes entre elles. Pour deux branches regulierements equi-
valentes, les anneaux

peuvent evidemment etre transform^s Tun dans l'autre par une substitution
de la forme <-><(ao + a11+...), (ao=#O); mais de l'identite *H = *H' on ne
peut pas deduire l'identite des

*Pi(0,Y2(t),...,7n(0], k[Zx{t), Z2(t),..., ZJt)].

Nous dirons que les deux branches donnes sont canoniquement equi-
valentes si Ton a *H = *H'. Deux branches r^gulierement 6quivalentes
sont aussi canoniquement Equivalentes sans que l'inverse soit necessaire-
ment vrai. Les caracteres de *H ainsi que les caracteres de base de
*HV *H2,..., *HN_X sont done des invariants de la branche Yx{t), Y2(t),.... Yn(t)
pour l'^quivalence canonique et par consequent pour l'equivalence regu-
liere. Remarquons toutefois que les caracteres ainsi que les caracteres de
base de *H, *Hlf *H2, ..., *HN_X ne constituent pas un systeme complet
d'invariants ni pour l'6quivalence canonique ni pour l'equivalence r6gu-
lidres; puisque comme nous l'avons vu plus haut ces caracteres et ces
caracteres de base ne suffisent pas a determiner *H.

Les series Yx{t)t Y2(t), ..., Yn(t) constituent visiblement un systeme de
generateurs de *H = ^(1)^(1), ...,Yn(t)].

A la fin du § 6 nous avons vu comment on pouvait construire tous les
systemes de generateurs de *H en partant de ses bases. Nous avons vu en
particulier que, m etant le nombre de dimension de *H, c.a.d. le nombre
de ses caracteres de base, tout systeme de generateurs de *H contient m
elements qui constituent a eux seuls un systeme de generateurs de *H. Cela
s'exprime geometriquement en disant que si m est le nombre des caracteres
de base de klY^t), Y2(t),..., Yn(t)] l'une des projections de dimensions m de la
branche Yx{t), Y2{t), ..., Yn(t) est son equivalent canonique tandis qu' aucune
projection de dimensions inferieures a m n'est canoniquement equivalentes
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