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UNE INTERPRETATION ALGEBRIQUE DE LA SUITE
DES ORDRES DE MULTIPLICITE D’'UNE
BRANCHE ALGEBRIQUE

By Camr ArF

[Received T September 1945.—Read 15 November 1945.—
Received in revised form 30 September 1946}

La suite des multiplicités des points successifs d’une branche algébrique
peut se définir au moyen de notions purement algébriques. Dans ce quisuit
nous exposons une telle définition qui ne différe, du reste, de la définition
géométrique que par la forme. Nous espérons que cette définition constitue
une réponse & la question posée par P. Du Val* sur la relation qui doit

exister entre ses résultats et les développements en series entiéres de la
branche considérée.

1. k étant un corps quelconque, nous considérons un anneau H constitué
par des series entiéres d’une variable ¢ avec coefficients dans k. Soient
W(H) = {?:0 = 0, il’ is, “esy i', z.'+1, .u}

les ordres (c.d.d. les ordres des premiers termes avec coefficients non nuls)
des éléments de H. Les entiers ¢y, 1,, ...,1,, ... constituent un semi-groupe
d’entiers positifs. S,,8;,,8;,, ..., S;,, ... étant des éléments d’ordres respectifs
gs V1s -5 tpy ... dans H, tout élément de cet anneau est de la forme

Syl (yqek).
1=0

Nous admetterons que H contient toutes les séries de cette forme. Nous
désignerons par I, ’ensemble des éléments de H d’ordres supérieurs ou
égaux & k. I, est visiblement un idéal de H et ses éléments sont de la forme

Zus; (yek).
u=h

* P. Du Val, “The Jacobian algorithm and the multiplicity sequence of an alge-
braic branch”, Rev. Faculté Sci. Univ. Istanbul (Série A), 7 (1942), 107-112.
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THEOREME AUXILIAIRE 1. v élant le p.g.c.d. des éléments de W(H), pour
r suffisamment grand on a

by = bV, b =0, +20, ., =10+, ...

et ¢l extste une série entiére d’ordre 1,
-]
T=t(l+23;tz) (61€k)
=1

telle que tout élément de H soit de la forme %aﬂ"’.

j=0
Démonstration. Désignons par v, le p.g.c.d. des entiers ¢,, ¢, ..., 7. Chacun
des nombres vy, v,, ..., ¥,, ... divise alors tous ceux qui le précédent. Il en
résulte que pour p suffisamment grand on a v, =v, =V, ,=... =W
Soit alors yv= mlil+m2i2+"'+mpip’
My, My, ...,m, étant des entiers positifs, nuls ou négatifs. m étant le plus
grand des entiers | m,(¢,/v— 1) |, les multiples de » qui sont supérieurs &

t = mi+mig+ ... +mi,
sont contenus dans W(H). On a en effet, pour ! = 0,1,2,...,¢,/v-1,
14+l = (m+Imy) ¢+ (m +Imy) iy + ...+ (m+1Im)) ¢,
=Myt +Ngla+ ...+ 0,0,
avec n, > 0; puisque m > | m,l|. Pourl =1,/v, on aura s +1lv =i +1,€ W(H).

D’une maniére générale, les multiples de v qui sont supérieurs & + peuvent
g8’écrire sous la forme ¢ +ji, +Iv (I = 0,1,2, ...,%,/v— 1, j > 0) et il est évident

P .
que tous ces entiers sont de la forme Y 7,3, avec ;> 0; c.a.d. contenus
h=1

dans W(H). 8; = Ea,t’ (01€k, 0;,+0) étant un élément d’ordrs ¢, de H,
1=t

on peut choisir une série entiére de la forme 7 = t(l +X 4 t‘) ,(6;€' k) de maniére
1=1

que 'on ait §; = o, 7%.. Dans ces conditions les séries entiéres en ¢ avec
coefficients dans k peuvent 8’écrire sous formes de séries entiéres en 7 avec
coefficients dans k. En particulier les éléments de H peuvent 8’ écrire sous la

[
forme ¥ e, 7. Nous pouvons nous contenter de démontrer ceci pour les
i=0

éléments de H qui sont d’ordres supérieurs & 7; puisque tout élément de H
peut étre considéré comme quotient d’un élément d’ordre supérieur & ¢ de
H par une puissance convenablement choisie de §; = o 7). Les ordres
des éléments de H étant des multiples de v, un élément quelconque de H est
-]
de la forme ¥ a7/ (a;€k, ay,+0). Pour Nv>i, anneau H contient des
j=Nv
SER. 2. VOL. 50. Xo. 2395. R
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éléments, Sy, .., Sy, ...(SN, w= X ot ayek, o y,g* 0) d’ordres
j=Nv+ly

respectifs Nv+v, Nv+2v, .... On peut donc choisir la série 3, £,Sy,,,, de
=1

maniére que la différence

© -]
Sy, = X 4yt =3 B8y, = A, TN+ E, 1A+ .
j=Nv =1
ne contienne aucun terme d’ordre divisible par v, autre que le premier.
Supposons en effect qu’on ait pu choisir 8,, f,, -.., f, de maniére que les
terms d’ordres Nv+v, Nv+2v, ..., Nv+hv de la différence

@® h
, ZN ! —lzlﬂ,SN,H, =ay, ™ +al7,.+...
=Ny ==

disparaissent; il suffit alors de poser

h

. _CNvihv+y
B = 20ethets

'h+1, Nv+hytr
pour que les termes d’ordres Nv+v, Nv+2v, ..., Nv+hv, Nv+hv+v de la
différence © hel

h) aj'rf'" ) ﬂlSNvHU = an,’-Nv_*_ag"i‘PTﬂhﬂ.}.”.
j=Nv =1

disparaissent. Dans ces conditions la série Sy, se réduit & ay,7V*. Car

sinon, la différence

S- N )
Lt 1 1 1 4yv—13 fv—1)4
Sﬂ:—aﬁ/::( : = =g ‘/: & TNAiyv—1] b
¢ 1

dont I'ordre n’est pas divisible par v serait contenue dans H. Donc tout
élément d’ordre supérieur & ¢ de H est une combinaison linéaire & coefficients
dans k des éléments de la forme a, 7% = Sy,.

Remarque. D’aprés le théoréme qui précéde, 'anneau H peut 8tre con-
gidéré comme un sous anneau de I'anneau des séries entiéres de la variable
T = 1% avec coefficients dans k. Posons %, = ,/v. Les ordres des éléments
de H par rapport & cette nouvelle variable seront “3, = 0, *i;, %, ..., %, ...,
et pour r suffisamment grand, on aura

a1 =", +1, M. ="+2, ...
THEOREME AUXILIAIRE 2. L’inverse de tout élément d’'ordre zéro de H est
ausss un élément de H.
Démondtration. Sil'ordre dea = E a,S;, est zéro, a, est différent de zéro.
Or les coefficients £, du produit -0

@ [ (1+ 4,5,
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peuvent étre choisis de maniére que 1’on ait
aa;lhﬁl( 1+4,8;)=1, mod¢intt.
Supposons en effet que ce choix ait pu étre fait pour f;, B, ..., fr~;. On aura
aa];l:]:[:(l +688:,) = 14+¥2 8, +Vnia Sipy + -
et il suffira de poser B, = —,, pour avoir
aa;lhﬁl( 1+ ﬂ,‘S,-h') =1, mod¢ntl,
Pour les coefficients ), ainsi choisis on aura visiblement
aa;‘hi:,[l(l +88,) = 1.
Remarque. hioah Sf,, étant un élément d’ordre zéro de H, & chaque racine

@«
niéme de a, contenue dans k correspond une racine niéme de ¥ a, S, con-
A=0

tenue dans H. La démonstration de ce fait est analogue & celle du théoréme
auxiliaire 2.

2. THEOREME AUXILIAIRE 3. Si Uon désigne par I,[S, Uensemble des
quotients des éléments de I, par S,, et par [1,/S,] U'anneau engendré par 1,/S,,
Vanneau [I,/S,] ne dépend pas du choix de 8, parmis les éléments d’ordre
h de H.

Démonstration. Remarquons d’abord que l'ensemble I,/S, contient
Panneau H et par conséquent [1,/S,]2 H.

Soit S; = €S, un autre élément d’ordre k de H. ¢ est alors un élément de
[Z,/8)]- 11 en résulte d’aprés le théoréme auxiliaire 2, que €~! est aussi un
élément de {1,/S,]. On a donc

L/8}, = L|e8), = e (1,/8,) < [1,/8,]

et par conséquent (L8R < (1,/8,).
On peut évidemment montrer exactement de la méme maniére que
Fon  auesi PARAEIARA]

On a done [1,/8;]) = [1,/S:)
L’anneau (1,/S,] ne dépendant pas du choix §,, nous pouvons le désigner
par [L,]. _
Remarque. Le semi-groupe W([I,,]) contient visiblement le semi-groupe
engendré par les entiers
tn=n =0, Ty =T, Thag—Th -or
R2
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qui sont les ordres des éléments de I, /S;,. Mais W([1;,]) n’est pas nécéssaire-
ment identique & ce semi-groupe comme le montre 'exemple suivant:
Considérons I’anneau H formé de toutes les séries de la forme

3 ayXiYl (ayek),

4,720
avec X =t4 ¥ = 194+#5 On montre facilement que W(H) est formé
des entiers | , ¢ 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 25, 26,

28, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, ....
Les ordres des éléments de I,/ X sont alors les entiers
0,4, 6,8, 10,12, 14, 16, 18, 20, 21, 22,
24, 25, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, ...
qui engendrent le semi-groupe
0,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 21, 22, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, ...

tandis que [Z,] contient I'élément (¥ /X)? — X3 = 2{7 + 22 dont I'ordre est 17.

Remarque. Si pour un choix particulier de S, 'anneau [I,] est identique
a I,/8,, il en est de méme pour tous les choix de §,. En effet, S; = €8}, étant
un autre élément d’ordre » de H, on aura

L8} = € 2L/8,, = e[ L] = [L];

puisque tout élément S de [1,] est égal & I'élément €8 de [,] multiplié par 1.
Définition. Nous disons qu’un anneau H est canonique si lon a [1,] = I1,/S,
quelque soit he W(H).
Remarque. Si H est un anneau canonique, les entiers

th—t, =0, ih+1'—ih’ ih+2_ih’
forment un semi-groupe quelque soit A. Un semi-groupe d’entiers non négatifs
B9 =0, 83, T, voey Uy oon
est appelé canonique st la suite
th—ty =0, ih+1—ih, ih+z":lv
est un semi-groupe pour chaque h. Sila suite des entiers croissants
g =0, 2, 99, ...y Tpy oo

est un semi-groupe canonique, les séries entiéres

Sath (ap€k),
k=0
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forment visiblement un anneau canonique. W(H) peut étre canonique sans
qu’il en soit de méme pour H: L’anneau H formé des séries de la forme

Y o XtY1Z (o;pek),avec X =4, Y = 10+ 15, Z = 17, est tel que lesordres
03020

0,4, 8,10, 12, 14, 18, 18, 20, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, ...

de ses éléments forment, comme on le vérifie facilement, un semi-groupe
canonique, alors que H n’est pas un anneau canonique, puisque [1,] contient
I'élément d’ordre 17, (Y/X)2— X3 = 2t17+ 22, qui n’est pas contenu dans
I/X.

THEOREME AUXILIAIRE 4. La partie commune de plusieurs anneaux
canoniques est un anneau canonique.

Démonstration. 11 suffit évidemment de démontrer le théoréme pour la
partie commune de deux anneaux canoniques seulement. H et H' étant
deux anneaux canonique, soit S un élément commun de ces deux anneaux.
Soit & 'ordre de S et soient I, et I} les ensembles d’éléments de H et de H'
dont les ordres ne sont pas inférieurs & k. Il suffit de montrer que

Iyn Ip)/S = LS I4[8

est un anneau. Or I,/8 et I;/S étant des anneaux, il en est de méme de
leur partie commune.

Remargue. Si H est un anneau canonique, il en est de méme de [I;].
Considérons en effet 'ensemble des éléments de Z;,. Ces éléments sont de
la forme

X a8, (xc€k).
v=h
H étant un anneau canonique I’anneau [1,] est constitué par I’ensemble des

©
séries de la forme Y «a, S—i" dont les ordres sont les nombres
v=h ih

0,1 = a1 s J2 = Uny2—lps .-

L’ensemble des éléments de [;,] d’ordres supérieurs ou égaux & j; est alors
I’ensemble des séries de la forme

@ S
£ ot e,
v+l O,
8;,,./8;, étant un élément d’ordre j; = ¢,,,—1, de cet ensemble, I'ensemble
des éléments
S ‘g'tu) S‘h+l - - S‘v
(v =§+l % S‘h S‘ih v=§+l % 8.

constituent 'anneau [I;, 1.



262 CamiT ARF [16 Nov.

@ étant I'ensemble de tous les entiers non négatifs,* on montre d’une
maniére analogue que si .. .
gu {0, %5, tg, ..., t,+ @V}
est une semi-groupe canonique, il en est de méme de
{0, ih-i-l_ih’ ey i'—ih'*'@l}}.
Remarque.. Si les entiers
io = 0, ?:1, 52, coey ih, Y
forment une semi-groupe canonique on & ¥,,, —%, <t —%,_;. En effet, les
entiers t5_y —%5_ 3 = 0, %, —%5_y, tpyy — 41, s bp— 1y, ... devant former un
semi-groupe, on doit avoir i, , —t;_; < 2(i, — 95_;); d’olt résulte immédiate-
ment l’inég&lité ih—i—l - ?:h < ’l:h - ih—l'

3. D’apreés la remarque qui suit immédiatement le théoréme auxiliaire 1,
Iy_y, contient toutes les séries entiéres dont les ordres en T = 7% sont
supérieurs ou égaux & N — 1 pourvu que X soit suffissmment grand. [Iy_j,]
est alors I'anneau k[7) de toutes les séries entiéres en 7' avec coefficients
dans k. Cette remarque nous conduit & la construction suivante qui nous
permet d’obtenir tous les anneaux canoniques ainsi que tous les semi-
groupes canoniques:

On commence par considérer ’anneau [Iy_y),] = k[T7] de toutes les séries

entiéres en T' de méme que le semi-groupe &v des multiples entiers non
négatifs de v. On choisit un élément d’ordre non nul, 7,_; de [Iy_,,] de
méme qu’un élément non nul v,_, (= w(7}_,)t) de. Bv et 'on pose

(L, ) = b+ T lw-p,] (3= (N=1)v).

L’anneau [I; ] et le semi-groupe {0, v,_,+@»} (= W([Z,_])) sont
canoniques. On choisit de méme un élément 7,_, d’ordre non nul dans
[Z;,_,] ainsi qu’un entier positif v,_, (= w(7}_,)) dans {0, v,_, + @}, et I'on

iy
pose L) = k+ T, )
=k+ kT, o+ T, T, ,k[T],
W(L, ) = {0, v,_s, ¥, s +¥,, + v}
On obtient ainsi un nouvel anneau canonique ainsi qu’un semi-groupe

canonique. En continuant de cette maniére on obtient finalement I’anneaun
canonique

k+ kT + T\ T+ ... + kT, Ty ... T o+ [TV, T, ... Ty T

* Dans ce qui suit & désignera toujours I’ensemble de tous les entiers non négatifs.

0 -]
t Dans ce qui suit w( z ait‘) désigne I’ordre en ¢ de la série entiére 2 ;.
t=p i=p
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et le semi-groupe canonique
{0, v, 1+ Vg, oo, Vi +Va+ oo+ Vg, Vi + VoV, + BV}
avec TekTy o+ kT ot - + K[ TN Ty Ty s - T

r-0b
(W(Th) =) V€ {(Vhsns VheatVhsas oo Phaa T Vhat oo +0,a + G0}

4. Etant donné un anneau H la partie commune de tous les anneaux
canoniques contenant H est un anneau canonique *H que nous appelerons
la fermeture canonique de H. De méme G = {0, 4, %y, ..., ¢,_, + @r} étant un
semi-groupe d’entiers non négatifs (v = (¢y,%,...,%_y, %,y +V)), la partie
commune de tous les semi-groupes canoniques contenant G' est un semi-
groupe canonique *@; nous 'appelerons la fermeture canonigque de G.

D’aprés cette définition il est clair que W(*H) contient le semi-groupe
canonique *W(H); mais ces deux groupes ne sont pas nécéssairement égaux,
puisque W(H) peut étre canonique sans que H le soit.

5. Etant donné le semi-groupe
G ={0,%1,%p, ey ty_1 + OV} (v = (43,29, 0,51, 51+ V),
la fermeture canonique *G' de G peut s’obtenir de la maniére suivante:
On considére le semi-groupe {0, ¢; + G4} ou G, est le semi-groupe des entiers
de la forme . . .
gty —1y) + gl —41) + -ov + (1 —1y),

les coefficients a,, a,, ..., a, étant des entiers non négatifs. Le semi-groupe
{0, 4, + @,} qui contient alors G est visiblement contenu dans *Q. Remarquons
que les éléments de G, qui sont inférieur & ¢, , — 7, sont de la forme

Qg(lg—1y) + oa(l3— 1) + ... + (05 —12y);
les nombres gy —8y) + gl — 5) F +-v + O (i — 3)

avec n>h+1, a,+0 sont en effet supérieur ou égaux a 4, ,—¢,. En par-
ticulier I’élément le plus petit de G, est ¢, — ;. Il en résulte en outre que les
éléments de {0, ¢, + Gy} qui sont inférieurs & 4, , ne dépendent que des nom-
bres ¢,, 4y, ..., %, dont ils sont des combinaisons linéaires & coefficients
entiers. Le semi-groupe {0,7, + G4} étant contenu dans *@, il en serait de
méme de {0,, + *@,} qui contient {0,%,+ G,}2 G, et qui est canonique. On
a donc *@ = {0,7, +*@,}. La construction de *G est ainsi ramenée a la
construction de la fermeture canonique d’un semi-groupe de la forme

@, ={0,43,%3, ..., 51 + ®V};
pour lequel on a iy._, <%,_;—1,. La répétition de cette construction nous

permet donc de ramener la construction proposée a celle de la fermeture
canonique d’un semi-groupe Gy qui se réduit, pour N suffisamment grand,
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au semi-groupe @v de tous les multiples non négatifs de v. @» étant sa
propre fermeture canonique, la construction proposée se treuve ainsi
effectuée. Remarquons que les éléments de *G ainsi construits ne dépendent
que des éléments de @ qui ne les dépassent pas; et qu’ils en sont des com-
binaisons linéaires & coefficients entiers. Supposons en effet que ceci ait été
démontré pour la fermeture *@, de @,. Les éléments de *G,, qui sont in-
férieurs & ¢, ,, —1,, ne dépendent alors que des éléments de @, qui sont in-
férieurs & 1,,,—4,, et ils en sont des combinaisons linéaires & coefficients
entiers; or ces derniers ne dépendent & leurs tours que des nombres ¢y, t,, ..., %,
dont ils sont des combinaisons linéaires & coefficients entiers. Il en résulte
que les éléments de {0,4, + *G,} = *G qui sont inférieurs & i, ne dépendent
que des ¢, 94, ..., 35, dont ils sont des combinaisons linéaires & coefficients
entiers.
Etant donné le semi-groupe canonique

QG ={0,4y,0g,....,5_,+ @V} (V= (0 ... 5 0,0 +V),
il n’existe qu’un nombre fini de semi-groupes g tels que *g = *G. Soit en effet

g= {Ovjlvjm ""ja'js+l’ }

un tel semi-groupe. Soient jy, ja, ..., j, ceux des entiers j,, fa, ---, Jo --- qui
sont inférieur & 4., =¢,_,+2v. 4,_, et ¢,_,+v étant des combinaisons
linéaires & coefficients entiers des j;, j3, ..., jn, l© p.g.c.d. de ces nombres
est v. Or & chaque systéme d’entiers positifs inférieurs & 3,_; + 2v dont le
p.g.c.d. est v, on peut associer un multiple j» de v tel que tout semi-groupe
-d’sntiers non négatifs contenant le systéme, contienne tous les multiples
de v supérieurs & jv. Soit Lv le plus grand des entiers j» qui sont ainsi
associés aux systémes de multiples positifs de v inférieurs & ¢,_; + 2v. Les
gemi-groupes g pour lesquels on a *g = *G contiennent alors tous les mul-
tiples de v qui dépassent Lv et ne différent entre eux que par leurs éléments
qui sont inférieurs & Lv.

Trtorkme 1. La partic commune de tous les semi-groupes g tels que
*g = *Q, est un semi-groupe g, tel que *g, = *G.

Démonstration. Soit g un semi-groupe tel que l'on ait *g = *G et tei
qu’aucun sous semi-groupe de g ne posséde cette propriété; nous allons
montrer que g = g,. Soit 4 le plus petit élément de g qui n’est pas contenu
dansg,. Soient i, = 0,¢,,4,, ..., 1, les léments de g et deg, qui sont inférieurs
ai. s n’étant pas contenu dans g,, le.nombre ¢ n’est pas de la forme

gty + gty + ...+ Ay,
avec a,, a,, ..., & entiers non négatifs. D’autre part g, étant la partie com-
mune des semi-groupes dont la fermeture canonique est *G, il existe un
semi-groupe g’ tel que *g’ = *@ qui ne contient pas le nombre ¢. Les éléments
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de *@ = *¢ qui sont inférieurs & ¢ ne dépendant que des entiers ¢, 3,, ..., ¢,
le semi-groupe g” obtenu en suprimant dans g’ tous les entiers positifs
inférieurs & ¢ autres que ¢,, i, ..., ¢, est encore tel que *g” = *@. Il en résulte
que les éléments de *G qui sont inférieurs ou égaux & ¢ ne dépendent que des
nombres 1,, iy, ..., ; puisque g” ne contient pas le nombre 7. Donc la ferme-
ture du sous semi-groupe de g obtenu en y suprimant le nombre 7 est encore
égal 4 *@. Contrairement au choix deg. On a doncg, = g et par conséquent
‘gx - #G.

Le sous semi-groupe g, défini dans ’énconcé du théoréme 1 s’appelle le
sous semi-groupe caractéristique de tous les g tels que *g = *@. Il est clair
que le semi-groupe g, est tel que tout sous semi-groupe propre de g, ait une
fermeture canonique distinct de *g, = *@. Inversement si g, est tel que pour
tous spus semi-groupe propre ¢’ de g, on ait *g’ +°g,, g, est son propre sous
semi-groupe caractéristique.

gy = {0,%1,%g, -+ %1, by, ...} 6tant le sous semi-groupe caractéristique de
g, considérons les entiers y;, Xs, ..., X définis de la maniére suivante:
X1 = %;; Xa 8t le plus petit de ceux des entiers ¢, 1, ..., %, ... qui ne soient pas
de la forme a, x, avec a,, entier non négatif; x, est le plus petit de ceux des

entiers 4y, 3, ..., %,, ... qui ne soient pas de la forme a, x, +a, X, avec a,, a,
entiers non négatifs; enfin y,, Xy, ..., X, étant définis x, ,, est le plus petit
de ceux des entiers ¢,, 2, ..., ¢,, ... qui ne soient pas de la forme

Xt xeXet ...+ 2 X

aveo a,, &, ..., o, entiers non negatifs. Les nombres x,, Xz, ---, X ainsi
'définis s’appellent les caractéres de g.

THEORRME 2. ¥, <Yp < ... <Y, étant un ensemble d’entiers positifs, I'ensemble
des caractéres du semi-groupe g des enticrs de la forme

ay Y1+ agYa+ ...+,

avec a,, g, ..., & entiers non négatifs, est contenu dans l'ensemble y,, v,, ..., ¥;.

Démonstration. Soit y; le plus petit des caractéres y;, Xz, ---, X» de ¢ qui
ne soient pas contenus dans I’ensemble y,, ¥, ..., ¥;. D’aprés la définition
deg,, x; est de la forme a,y, + 2 Y3 + ... + %7, avec a,, &, ..., &, entiers non
négatifs; v,, ¥, ..., vy étant ceux des entiers y,, y,, ..., ¥; qui sont inférieurs
& Xi- Y1 Ya» ---» 71 6tant des éléments de la fermeture canonique de g,, tout
semi-groupe canonique contenant x;, Xs, ..., X;—; contient aussiy,, ., -.., %-.
Ceci impliquerait que la fermeture canonique du semi-groupe des com-
binaisons linéaires & coefficients entiers non négatifs de x,, Xa, .-+, Xi—1»
Xi+1» --+» Xn contient ;, et il en résulterait que g, n’est pas un semi groupe
caractéristique. Donc I'ensemble vy,, v,, ..., ¥; contient nécéssairement
I’ensemble x,, Xa, -+, Xa-



266 CAHIT ARF [15 Nov.

THEOREME 3. g étant le semi-groupe des combinaisons linéaires d coefficients
entiers non négatifs de 0 <y, <y, <... <Yy, les entiers

, . Vl’ V2, ceey VN__z, VN—I’ 1 4
tels que l'on ait

‘g = {O,VI,V1+V2,...,V1+V2+...+VN_1+@V}

se déduisent de y,, V,, ..., V; par Ualgorithme quasi-jacobien de Du Val.*
Les entiers vy, v,, ..., Vy_y, V § figurent comme diviseurs, tandis que les quotients
partiels représentent les nombres de fois que chacun des diviseurs est répété
dans la suite vy, v,, ..., Vy_y, V. Réciproquement si les nombres

V1, Vo, ooy Vg V1 V

se déduisent de vy, Vs, ..., ¥, par Ualgorithme quasi-jacobien de Du Val, les
quotients partiels étant les nombres de fois que chacun des diviseurs figure dans
la suite vy, v,, ..., Vy_1, V, la fermeture canonique du semt groupe des entiers

de la forme
Y1+ %Yt .+ Y

avec &, o, ..., & entiers non négatifs, est *g.

Démonstration. v étant le plus grand commun diviseur des éléments de g,
on a ¥, >v. Siy; = v le semi-groupe g est constitué par ’ensemble de tous
les multiples de y, =, et I'on a g ="g ={®v}. Dans ces conditions
’algorithme se termine dés le commencement. Admettons que la proposition
ait été établie pour tout ensemble y; <y, < ... <y} pour lequel y; <v,, et
établissons le pour I'ensemble y,, v,, ..., ¥;. Soit y; le plus petit des entiers
Y1 Y2 --+» ¥; qui ne soit pas divisible par y,. Soit g le quotient de y; par y, et
considérons le semi-groupe I' des combinaisons linéaires & coefficients
entiers non négatifs des nombres y; — gy, ¥;.1 — 1, ---, Yi— 2V, ¥1- Le semi-
groupe *g contient visiblement le semi-groupe {0,7v,,2y,,...,qy;+ I} qui
contient g. On a donc _
‘ 9= {01 Y1 2Y1 - QY1+‘F}’

c.a.d. =Y V2 =Y o Vg =Y

T = {0,V501, Vgs1+ Vgar oo Vg1 + oo + ¥y + G}
Lesentiers y; — ¥y, Vi1 — V1 -+ YVi— Y1 Y1 6tant les restes de la (¢ — 1)-iéme
‘division de l’algorithme appliqué aux nombres y,, ¥,, ..., ¥, il suffit de

montrer que les entiers vy, Vg4, ..., Vy_;, ¥ 8'Obtiennent en appliquant

lalgorithme aux entiers ¥;—gqyy, Yia=qY1 - %1=q7 Y1 OF Y=
étant inférieur & y,, ceci a été admis comme établi. Réciproquement, si les

* Du Val, loc. cit.
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nombres vy, vy, ..., Vy_,, ¥ 86 déduisent de v, ,, ..., ¥, par 'algorithme quasi-
jacobien de Du Val, la fermeture canonique du semi-groupe des com-
binaisons linéaires & coefficients entiers non négatifs de y,, v,, ..., v; est

{0, vy, V4 Vg, ..o,V +Va+ ...+ Yy + OV}

d’aprés la proposition directe que I'on vient d’établir.

X1 X2» -++» Xp 6tant les caractéres de g, le semi groupe des combinaisons
linéaires & coefficients entiers non négatif de x;, Xo, ---, X» €st le sous semi-
groupe caractéristique g, de g. Il en résulte, d’apres les théorémes 3 et 2,
quelesentiers vy, v,, ...,vy_,, vse déduisent des caractéres deg parl’algorithme
quasi-jacobien de Du Val, et que tous les systémes d’entiers non négatifs
Y1 Yar ---» Vi pour lesquels l'algorithme fournit le méme résultat, se
déduisent du systéme des caractéres de ¢ en lui adjoignant des nombres
arbitrairement choisis dans *g.

6. Considérons maintenant un anneau H et sa fermeture canonique *H.
L’anneau H étant de la forme
H =k+kS; +kS8;,+ ... +k[T18;,

sa fermeture canonique *H peut se construire de la maniére suivante:
Désignons par H, 'anneau

S, \2s /S. \as S. ah_y S,
iL]= Zk(_‘_-) (_') (L—x) + k[T,

& 8./ \8, S;, S,
ol la sommation est étendue & tous les systémes d’exposants entiers non
négatifs a,, ag, ..., ay_; tels que ay(ty—1y) +ag(tg—ty) + ... + a4 _1(05—1 — %)
soit inférieur & 4, —¢,. La fermeture canonique *H de H contient visiblement

k+H,8S;,

qui contient H et 'on a *H = k+*H, S, , en désignant par *H,, la fermeture
canonique de H,. D’une maniére générale H; étant défini, désignons par
H,,, Panneau déduit de H; de la méme maniére que H, est déduit de H.

11 est clair que pour N suffisamment grand Hy est identique & k[7T"]. Soit
T;,, un élément d’ordre positif le plus petit de H;. On a alors visiblement

*H = k+kTy+*H, T\ T, (avec T'=8))
=k+ kT + kL T+ * By T T3 Ty
=k+ kN + N\ T+ ...+ T\ Ty ... Ty +*Hy VT, .. Ty Ty
=k+ kL +ET\Ty+ ...+ kT Ty ... Ty + R T1 TV T, ... Ty_ Ty

Remarque. n étant un entier quelconque,-I'anneau k+ H,S; mod¢" ne
dépend que de H mod ¢*. Pour le montrer il suffit d’observer que H, mod ¢»~%
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ne dépend que de H mod ¢*. De méme 'anneau k + H, T, mod t*~*1ne dépend

que de H, mod¢™. L’anneau k+ kT,+ H,T,T, mod¢* ne dépend donc

quede H mod ¢*. En continuant de cette maniére on observe finalement que
*H=k+kD+ T\ To+ ...+ T\ Ty ... Ty, + Hy T\ T, ... Ty modit®

ne dépend que de H mod ¢".

THEOREME AUXILIAIRE 5. St H mod t" est identique a *H mod t*, 'ensemble
*H mod t"*! est identique & I'un des ensembles

k+ES; + kS, + ... +kS;_ +[1;]8; modi"+t -(5<n+1).
Démonstration. L’ensemble *H mod¢* étant identique & H mod¢®,

Pensemble *H mod¢*+!, qui contient 'ensemble H mod(*+!, est constitué
par les éléments de la forme

S +a*8, mod "+t
ol S est un élément de H, *S,, un élément fixe d’ordre n de *H, et o un élément
de k. Donc tout anneau H’ mod*+!, contenant I'anneau H mod "+, est
identique & H modit"t!, 8'il est contenu dans *H mod¢"*! sans lui étre
identique. Considérons maintenant ’anneau

k+ S, [L; ] mod ¢+
qui contient H mod#"*! et qui est contenu dans *H mod¢*+!. D’aprés ce
que nous venons de remarquer ’anneau k+S; [[; ] mod "+ est identique
4 I'un des deux anneaux

*H mod¢"+', H mod ™+

§’il n’est pas identique au premier on a [I;] = L /S; mod¢™+!~%, Comme
*[Z;,] mod ¢"*1~% ne dépend que de [I; ] mod t"+1~%, les ensembles

S )
U] modeni—h,  k+ (L] modr+i—h

23

seront alors identiques, puisque I; /S, est I'ensemble des éléments d’ordre
positifs de I; /S,,. Il en résulte que *H mod ¢"**! est identique & 'un des deux

anneaux
k+8,[L] mod¢n+l,  k+ kS, +*[L,]S,, mod i+,

Si *H mod ¢**+! n’est identique ni & &+ 8; [; ] mod ¢*+! ni &
k+kS;,+8; [1; ] mod ¢+,
ces deux anneaux sont identiques & H mod t*+1. Dans ces conditions on aura

[1;1=1,,/S;, mod ¢"+1~%, dont on peut déduire I'identité des deux ensembles

S; )
°[L, ] modt™+1—%s, k4 *[I,] sTtamod ity
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*H mod t"+! est donc identique & I'un des ensembles
k+[L]8;, modt"+, k+kS; +[I,]S;, mod ¢+,
k+kS;, + kS, +*[1;,] S;, mod ¢™+1.,

En continuant de cette maniére on montre que *H mod "*! est identique
4 I’'un des ensembles

k+[1,18;, mod ¢*+1,
k+ kSil + [IHJ S" mod t"’+l,
k+ kS, + kS, +...+[L]8; mod "+,

ke+ kS, + kS, + ... + kS, + L,

Or pour ¢,,, > 7+ 1, le dernier de ces ensembles est H mod #+1. *H mod ¢*+!
est donc identique & I'un des ensembles

k+ kS, +kS;,+ ... +[;]8;, modin+

18; .. modirtl,

1+ i+1

avec <in.
X, X,, ..., X, étant des séries entiéres d’ordres positifs en ¢, nous désig-
nercns par k[X,, X,, ..., X,] 'anneau formé des séries de la forme

Za,lh_“,"X{lxgl ces .X,{”

avec a, ;. ; €k,la sommation étant étendue & tous les systémes d’entiers
J1s Je» --+» Jn DON Négatifs.

THEOREME AUXILIAIRE 6. Les éléments Y,,Y,, ..., Y,, ... de*H étant choisis
de maniére que w(Y;) soit le plus petit élément de W(*H) non contenu dans
W(k[Y,, Y, ..., Y, 4]), 80 les éléments Y;, Y3, ..., Y,_,, sont respectivement
congrus a Y, Y,, ..., Y, , mod t™¥), le plus petit élément de W(*H) non contenu
dans W(k(Y1, Y, ..., Y,_,]) est w(Y,).

Démonstration. Les anneaux

*H modt"¥»,  k[Y,,Y,,....Y, ;] modtw¥), k[Y;,..., Y, ;] mod ¥

étont visiblement identiques il suffit de montrer que k[Y3{, Y, ..., Y, ]
ne contient pas d’élément d’ordre w(Y,). Tout élément de k{ Y, Y3, ..., ¥, ;]
mod ¢¥w¥uH1 étant de la forme

P( Y;.’ Y;, coey Y:’-'I) mod t“‘yu)*'l
ot P(Yy, ¥y, ..., ¥,y) est un POiynéme & coefficients dans £, il suffit de

montrer que w(P(Y3, Y3, ..., ¥,_,)) ne peut étre égal & w(Y,). Sile polynome
P(Y1, Y, ..., Y, ;) contient un terme constant, Y3, Y, ..., Y,_; étant tous

v—1

d’ordres positifs, on aura w(P(Yy, ¥y, ..., Y,_;)) = 0+ w(¥,). Si
P(Y, Y, ..., Y, )
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contient des termes de degrés 1 sans contenir de terme constant, on peut
I’écrire sous la forme

Pl(yi’ Yé» sy Y;'—l)+ﬂy')'+})2(yi: Yé’ ;Y:l—-l)
avec B£0; Py(Y,, Y, ..., Y, ;) étant la somme des termes de degrés non
nuls par rapport & l'ensemble Y¥j, Y, ..., Y,_, sauf le terme BY7.
w(Py(Y1, Y5, ..., Y, ,)) est alors supérieur & w(Y;) qui est par définition
différent de ’ordre de

PI( Y;.; Yé’ A Y;—l) = I)I.(I’l’ I’27 teey 17}—1) mod tw(Yv)‘
On a done

’W(P( Yir Yéa sy Y:-—l)) = min (w( Y;))! w(Pl(Yiy Yér ceey Y;—l)) <w(Yv)'

Si enfin P(Y1,Y,,..., Y, ) ne contient aucun terme de degré 1 ni de degré
zéro, on peut écrire

P(Y, Y, ... Y, )= P}, T, ..., ¥, ) modg¥l
w(P(Y,,Y,, ..., Y,_,)) étant différent de w(Y)) il en est de méme de
w(P( Yi: Y;v vy Y:'—l))'

THEOREME AUXILIAIRE 7. Y,,Y,, ..., Y, . Y et Y}, ¥, ..., Y, , ayant les
mémes significations que dans I énoncé du théoréme auziliaire 6, st la fermeture
canonique de k[Y,Y,, ..., Y, ;] ne contient pas d’élément d’ordre w(¥), il en
est de méme de fermeture canonique de k[ Y1, Y3, ..., ¥, _,].

Démonstration. Soient iy = 0, 4y, gy, ..., ¢,, ... les orders des éléments de
kY, Y, ..., Y, ;] écrits dans l'ordre croissant et soit I; I'ensemble des
éléments de k[Y, Y, ..., ¥,_,] dont les ordres ne sont pas inférieurs & ¢,,.
Désignons par S;, un élément d’ordre ¢, de k[ Y3, Y3, ..., ¥,_,], et par §' la
fermeture canonique de k[ Y3, Y, ..., ¥,_,]. Les anneaux

*H mod ¥, §' mod %), K[ ¥, ..., ¥’_] mod AP

étant identiques, d’aprés le théoréme auxiliaire 5 'anneau §’ mod ¢¥iH1
est identique & I’'un des anneaux

k+ kS, + kSl + ...+ [[;] 8, mod s

avec 4, <w(Y,). Soit x le plus petit des entiers ! pour lesquels cette identité
alieu. Six = 0, ' mod t*¥sH1 egt identique d k[ Yy, ¥, ..., ¥,_ ] mod go¥oH+1
qui ne contient pas d’élément d’ordre w(Y,). Supposons donc que x est
positif. Pour montrer que £’ ne contient pas d’élément d’ordre w(Y,), il
suffit de montrer que [I;I‘] ne contient pas d’élément d’ordre w(Y,)—:,.
Soient I.',, et “I‘-” les ensembles des éléments d’ordres non inférieurs & ¢, de
k[Y},....Y,_ ;] et de *H. Les anneaux

*H mod to%), K[Y,,Y,, ...,Y,_,] mod #%¥», k[Y}, ¥}, ..., ¥,_,] mod (%
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étant identiques, il en est de méme des ensembles
(*L,] mod iy
I,p/S,’ mod ¥t | ;p/S;ﬂ mod ¢t ¥ty
ol 8y, est une élément de k[Y,, ¥, ..., ¥, _,], tel que I'on ait
8;,=8;, modph,

11 en résulte qu’on peut associer & tout élément Z’ de I; [S; un élément Z
de I ,‘/S,ﬁ de maniére que I'on ait

Z =27 mod o)1,

Considérons en particulier un ensemble d’éléments Zj, Z;, ..., Z, de
I } / S{ choisis de la maniére suivante:

(1) Z1 est un élément d’ordre positif le plus petit de I; / S

(2) Z, Z,, ..., Z;_, étant choisis, on choisit Z; de ma,mere que w(Z;) soit
le plus petit élément positif de W(I; /S‘ ) qui ne soit pas contenu dans
W(k[zix Z;, ZJ—l]),

(3) w(Z’)<w(Y) —~i,+1 et tout élément de W(I; /Si ) inférieur &
w(Y,)—-1,+1 soit contenu dans W(k[Z3, Z,, ..., Z})).

kY, Y;, Y,_,] mod s¥+1 gtant, dlstinct de §' mod ##¥»+1 tandis que
Y, Y, ..., l,_1] mod ¢#%¥» est identique & ' mod#¥¥), I’anneau
kY, Y, ..., Y, ] ne peut contenir d’éléments d’ordres w(¥,). Il en résulte
que les nombres w(Z;), w(Zy), ..., w(Z}) sont inférieurs & w(¥,)—1,. Des
conditions imposées au choix des Zl, Z,, ..., Z), résulte en outre 1’1dentit;é
des anneaux

[1;,) mod tF—tt, k[, Z;, ..., Z,] mod tFo—4u1;

il suffit donc de montrer que k[Zj, Z,, ..., Z)] ne contient pas d’élément
d’ordre w(¥,)—i,. Or soient Z,, Z,, ..., Z, les éléments de I,#/Si” tels que

T'on ait Z,;=Z; mod t"¥ 4 (j = 1,2,...,p).

La fermeture canonique de k{Y},Y;, ...,Y,_;] ne contenant aucun élément
d’ordre w(Y)), 'anneau k[Z,, Z,, ..., Z,] ne contient aucun élément d’ordre
w(Y,)—¢,. Les éléments Z,, Zy, ..., Z,, Z,,, = Y/8,, de ['L] et les
Zy, Z,, ..., Z, remplissent donc les condxtlons de P'énoncé du théoréme
auxiliaire 6 vis h vis de I'anneau canonique [‘LF] L’anneau k[Z;, Z,, ..., Z]
ne peut done contenir d’éléments d’ordres w(Z,,,) = w(¥,)—1,.
Considérons maintenant un ensemble d’éléments X,, X,, ..., X,, de *H
choisis de la maniére suivante: X, est un élément d’ordre positif le plus
petit de *H; X, X,, ..., X, , étant choisis, X, est un élément de *H tel que
w(X;) soit le plus petit élément de W(*H) qui e soit pas contenu dans
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W(9,_y), ou §;_, désigne la fermeture canonique de k[X;,X,,...,X;,].
Les éléments de W(*H) étant des combinaisons linéaires & coefficients entiers
non negatifs d’un nombre fini d’entre eux, les éléments X, X,, ..., X, ..
ainsi choisis ne peuvent étre qu’en nombre fini. Un tel ensemble d’éléments
(X,, X, ..., X,,) sera appelé dans ce qui suit une base de *H.

THEOREME 4. (X,, X,, ..., X,,) étant une base de *H, les entiers
w(Xl)’ w(XZ_)’ coey w(Xm)

ne dépendent que de *H et ils constituent une partie des caractéres de *H.
Démontrons d’abord la proposition suivante qui facilitera la démonstra-
tion de ce théoréme.

THEOREME AUXILIAIRE 8. ), étantla fermeturecanonique dek[X,, X,, ..., X))
on X,, X,, ..., X,, estunebasede *H, on peut choisir les éléments Y,,Y,, ..., Y, ...
de 9, remplissant les conditions de I'énoncé du théoréme auxiliaire 6 envisagé
pour Vanneau canonique §; (c.2.d. w(Y;) élant le plus petit élément de W(9;)
non contenu dans W(k[Y,, Y,, ..., Y;_1])) demaniére quela suite ,, ¥, ..., Y, ...
contienne Uensemble X, X,, ..., X.

Démonstration. Pour I =1, on a visiblement §, = k[X,] et I'on peut
poser ¥; = X,. Supposons que la proposition ait été démontrée pour ! et
démontrons la pour I+ 1. Soient ¥, ¥,, ..., ¥, ceux des éléments choisis de
$; dont les ordres sont plus petits que w(X,,,). Les éléments de W(9,) qui
sont inférieurs & w(X;,,) sont alors les mémes que ceux de W(k[Y;,Y,, ..., Y,]).
Le plus petit élément de W($,,,) non contenu dans W(H,) étant w(X,,,),
posons Y,,, = X;.,, et choisissons Y, ,, ¥, s, ... dans §;,, conformément &
I’énoncé du théoréme auxiliaire 6 envisagé pour ,,,. La suite

) A0 AND A0 AP

remplit alors les conditions de ’énoncé de la proposition que nous voulons
démontrer pour §,,,.

Démonstration du théoréme 4. Soient X, X,, ..., X,, et Xj, X;, ..., Xy
deux bases de *H. Si les entiers w(X,), w(X,), ..., w(X,,) et les entiers
w(X;), w(X3), ..., w(X;,) n’étaient pas les mémes, 'un au moins des entiers
(wtX,), w(Xy), ..., w(X,,), w(Xy), w(X3), ..., w(X;y)) n’appartient qu’a I'un
des ensembles (w(X,), w(X,),...,w(X,)), (W(X;), w(X3),...,w(Xr)). Soit
w(X3,,)1e plus petit de ces entiers qui n’appartient qu’a I'un de ces ensembles,
et considérons les fermetures canoniques ,;, H; des anneaux k[ X, X,, ..., Xj],
k[X3, X3, ...,X;). D’aprés les choix des X}, X, les anneaux §, mod X1+
Hjmod #Xi+Dgont respectivementidentiquesd *H mod t¥Xi+9, * Hmod $4Xi+,
w(X,,,) étant par définition supérieur & w(X;,,), 'anneau §, devrait contenir
un élément d’ordre w(Xj,,). Orsoit (¥;,Y,, ...,Y,, ...) un ensemble d’éléments
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de ; choisis conformément & I’énoncé du théoréme auxiliaire 8 et soient
Y, Y, ..., Y, ceux des éléments de cet ensemble dont les ordres sont inférieurs
& w(X},,). Les anneaux

*H mod ##Xi+D, §; mod™Xi+d, §; mod o Xis,
kY., Y,, ..., Y,] mod ¢Xi+D
étant identiques, il existe des éléments Y3, Y3, ..., ¥, de §; tels que
Y=Y, modt»Xi+d (j=1,2,..,v).

La fermeture canonique de k[Y;, Y, ..., ¥;] qui est contenu dans §; ne
peut contenir aucun élément d’ordre w(Xj,,). Donc la fermeture canonique
de k[Y,,Y,, ...,Y,] qui n’est autre que O, (puisque I’ensemble (¥, ¥,,...,Y,)
contient ’ensemble (X,, X,,..., X;)) ne contient pas d’éléments d’ordre
w(X3,,) (théoréme auxiliaire 7). Donc w(X,,,) est égal & w(Xj,;) contraire-
ment & 'hypothése.

Le fait que les nombres w(X,), w(X,), ..., w(X,) constituent une partie
des caractéres de *H se démontre comme suit: w(X,) étant le plus petit
élément de W(*H) on a w(X,) = x,. Supposons que w(X;) soit le plus petit
de ceux des nombres w(X,), w(X,), ..., w(X,,) qui ne sont pas des caractéres
de *H. w(X,) serait alors contenu dans la fermeture canonique du semi-
groupe engendré par les éléments de W(*H) qui sont inférieurs & w(X)).
Or les éléments de W(*H) qui sont inférieurs & w(X;) sont contenus dans
W($;-;). On a donc w(X;)e W($,_,) contrairement au choix des X,.

Dans ce qui suit nous allons appeler les nombres

w(Xl) = °Xn w(Xz) = 'Xa» seey w(Xm) = ‘xm

les caractéres de base de *H. De la définition d’une base de *H et du théoréme 4
résulte immédiatement que tout systéme d’éléments *X,, °X,, ..., *X,, de *H
tels que w(*X;) = *x;, w(*X,) = *xg, ..., W(°X,,) = *Xx,, constitue une base
de *H.

Un ensemble d’éléments Y,, Y, ..., Y, de H s’appelle un systéme de généra-
teurs, si *H est la fermeture canonique de k[Y,—9,,Y,—7,,...,Y,—7,] ol
N1 a5 -, 9, désignent les termes constants de ¥, 15, ..., ¥,.

X,, X, ..., X, étant une base de *H, considérons un ensemble d’éléments
Y,, Y, ..., ¥, choisis de la maniére suivante:

Y=X,+X;, Xek
Y= X,+X, Xje9,
Y, =X,+X, X €D
SER. 2. VOL.50. No. 2396. 8
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ol 9; désigne la fermeture canonique de k[X,, X,,..., X,]; les éléments
4, Y, ..., Y, constituent visiblement un systéme de générateurs de *H.
Inversement tout systéme de générateurs contient un ensemble partiel
choisi de cette maniére. En effet Y, ¥,, ..., ¥, étant un systéme de généra-
teurs de *H, désignons par #,, 7,, ..., 9, les termes constant de Y,, Y, ..., ¥,.
L’un au moins des entiers w(Y; —7,), w(¥y,—7s), ..., w(¥,—17,) est alors égal
a°x,, soit w(¥; —7,) = *x,;. On peut donc poser X; = ¥; —#,. W(9,) contenant
tous les éléments de W(*H) qui sont inférieurs & *x;, on peut choisir X;e ,,
de maniére que l'on ait

w¥;—X)>"% (1=2,3,...,v)

L’un au moins des entiers w(Y; — X;) est égal & *y,; car sinon la fermeture
canonique de k[X,,Y,~ X;, ...,Y,— X] qui est par définition identique &
*H ne contiendrait pas d’éléments d’ordre *y,. Soit w(¥;—X;) = *¥,. On
peut alors poser X, = ¥, — X, et ainsi de suite. Ilrésulte de ces considérations
que tout systéme de générateurs de *H contient au moins m éléments,
m étant le nombre des caractéres de base de *H; nous I’'appellerons le nombre

de dimension de *H.

7. *H =k+ kT + kT T+ ... + k[T 1, T, ... Ty_, étant un anneau canon-
ique, les caractéres ainsi que les caractéres de base des anneaux
(L) ="H, = k+ kT, + ... + k[T T 1 Thio--- T

sont des invariants de *H. Les caractéres de *H,, sont visiblement détérminés
par ceux de *H. Mais il n’en est plus de méme des caractéres de base de *H,.
Considérons par exemple les anneaux

°H=Ic+kt4”(1+t)+kt°"(l+t)+kt7"(l+t)+k[t]t8",} >1)
V>
*H' = k+ k¥ + kt®(1 +8) + kt™(1 + ) + k[t] t%.

On vérifie facilement que ces anneaux sont tous les deux canoniques et que
leurs caractéres qui sont ceux du semi-groupe

W(H) = W(*H') = {0,4»,6v,7v,8v+1,8v+2,8v+3, ...}

sont les mémes. Ces caractéres sont visiblement 4v, 6v, 7y, 8v+1. Con-
struisons maintenant une base de *H: On peut évidemment poser

- X, = t*(1+1); k[X,] est un anneau canonique et le plus petit élément de
W(*H) non contenu dans W(k[X,]) est 6v; on peut donc poser X, = t%(1 +¢).
La fermeture canonique de k[ X, X,] est

KXy, Xp] = k+ k(1 +8) + k(1 +18) + k[£] 5.

On peut done choisir X; = t(1 +¢) comme troisiéme élément de base de *H.
La fermeture canonique de k[X,, X,, X,] étant alors *H, les caractéres de
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base de *H sont 4v, 6v, Tv. On observe de la méme maniére que les éléments
Xi=1t¥ X;=1%1+t), X;=1t"(1+t) constituent une base de *H’. Les
caractéres de base de *H et de *H’ sont donc les mémes. Calculons main-
tenant les caractéres de base des anneaux

*H, = b+ kt® + kt> + k[t] ¥,
*Hi = k+kt2(1+8) + kt>(1 + 1) + k[t] ¢¥.
Une base de *Hj, est constitué par ¢, ¥, ¢#+! tandis que les éléments

t2(1 +¢t), (1 + ) constituent une base de *Hj, puisque la fermeture canonique
de k[t¥(1 +¢), #3*(1 + t)] contient I’élément
(1 +1)
(1 42— (1 +t)(t_‘v(l -
dont I’ordre est 4v+ 1. Les caractéres de base de *H;, sont done 2v, 3v, 4v + 1
tandis que ceux de *H; sont 2v, 3v.

Les caractéres de base des anneaux [I;,] = *H, constituent donc des éléments
tnvariants nouveaux pour *H.

Les considérations qui suivent, permettent de détérminer successivement
les caractéres de bases des *H,. Considérons un élément quelconque d’ord;e
positif de *H. Soit T cet élément et soit (X,,X,, ..., X,,) une base de *H.
Désignons par *x; le plus petit des nombres

‘XI = w(Xl): ‘XB = w(Xz), v Xm = w(xm)’ Xm+1 = ©
tel que la fermeture canonique de k[ Xy, X,, ..., X,_,, T'] contienne un élément
d’ordre *x;. Les éléments T, TX,, TX,, ..., TX,,, TX,,, ..., TX, con-
stituent alors une base de k+*HT qui est canonique. En effet

Xy Xz Xyt Xiors oo X T

étant la- fermeture canonique de [X, X,, ..., X, ;, Xy ..., X, T], la
fermeture canonique de k[7,T7TX,,...,TX,,,TX,,,,...,TX,] contient
visiblement I’anneau

k+Th[X,, X,,...,X; 1, Xgi1y 000 Xy T
Comme k[X;, X5, ..., X;_1, X¢e1r ---» Xy T'] contient un élément d’ordre *y,,
on a

kX, Xy, ..., X 1, Xy 01y 00y Xy T =*H.

La fermeture canonique de k{7, T'X,,...,TX; ,, TX,,,,...,TX,] est done
identique & k4 TH

)2= (1 +1)

qu’elle contient; puisque l'anneau k[(7,7TX,,...,TX, , TX,,,,....TX,]
est lui méme contenu dans k+ 7*H. Donc pour montrer que les

T, TX,, ..., TX, 1, TXr1y o0 TX
S2
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constituent une base de k+ 7"H il suffit de montrer que les fermetures
canoniques des anneaux
KT,TX,,...,TX,] (1<j<i-1)
HMT,TX,,...,TX, ]
kKT, TX,,....TX, ,,TX,,,...TX;] (n>h21+1)
sont dépourvus d’éléments d’ordres respectifs
w(TX;,,), w(TX,), w(TX,,,)
Or ces fermetures sont respectivement identiques &
k+ Tk[X,, X,, ..., X;, T},
k+Tk(X,, X,,....,X; 4, T),
k+Th[X), Xq, ..., X; 1, X443, X3, T,
ol les symboles surlignés désignent toujours les fermetures canoniques des
anneaux correspondants. Il suffit donc de montrer que les fermetures
canoniques des anneaux k[X,,X,,...,X,,T], kX, X, vy X, , T
Xy, X, ..., X1, X415 oo, X3, T] ne contienent pas d’éléments d’ordres
respectifs w(X,,,), w(X;,,), w(Xp,,). Or le fait que la fermeture canonique
de k[X,;,X,,...,X,,T] pour j<i—1 ne contient pas d’éléments d’ordre
w(X,,,) est impliqué par la définition de s. Si I’annean
k[ Xy, Xgy ey X1y T
contenait un élément d’ordre w(Xy,,) ou 'anneau
9. CTD. CHIND. FEND. CIRRND. ¢ 4 |
un élément d’ordre w(X},,), la fermeture canonique de I'un des anneaux

k[Xl’ Xz: "'in—l:Xi+2’ ""Xm: T],

Xy, Xg oo, Xy 0 Xiy1s ooy Xy Xpygy ooy Xy T'), pour h<m-—1,
X, Xp oo Xy 3, Xy oo Xty T, pour A=m-1,
contiendrait un systéme d’éléments d’ordre respectifs *x;, *¥a, .., *Xm €t
par conséquent une base de *H. Ce qui impliquerait I'existence d'un
systéme de générateurs de *H contenant m —1 éléments seulement, con-

trairement & ce qui a été établi plus haut (voir § 6).
Les caractéres de base de k+ 7'*H sont done

w(T), w(T)+ X1, W(T)+°Xz, -y WT)+ Xim1s WT) + Xi1s -5 W(T) + X
Comme les caractéres de base de k+ T'°H ne dépendent pas du choix des

éléments X,, X,, ..., X,,, le nombre *y, ne dépend que de T et de “H seule-
ment. Nous allons le désigner par *x; = *x(T', *H).
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D’une maniére analogue les caractéres k+ T'*H se déduisent de ceux de
*H par les expressions

w(T), X, +w(T), ..., ;3 +w(T), pour w(T)+x1, Xz ---» Xos
et par

w(T), x1+w(T), ..., X1+ wW(T), X541 +w(T), ..., xs+w(T), pour w(T) = xy,

en désignant par X,, Xa, --., X; les caractéres de *H.

En particulier dans le cas ol tous les caractéres de *H sont aussi ses
caractéres de base, tous les caractéres de k4 T°H seront aussi ses caractéres
de base si w(T') est un caractére de *H ou si (7, *H) est infini.

Remarque. p étant un élément quelconque de W(*H), on peut toujours
choisir ’élément T d’ordre w(T') = p de *H, de maniére que (7T, *H) soit
égal & I'un quelconque de ceux des nombres *x;, *Xa, ---s *Xpm> “Xms1 = 00 qui
dépassent p, pourvu que p soit différent des nombres *y;. Supposons en
effet que p soit distinct des nombres *y; < *x; < ... <*x,, et soit *y, celui de
ces derniers pour lequel on a *x;<p <*x;,;. Si X,;, X,, ..., X,, est une base
de *H, la fermeture canonique de k[X;, X,, ..., X;] contient, par définition
des éléments d’ordre p. Soit 7” I’un de ces éléments, et posons T' = T" + X,
(avech>1, X, ., = 0). Pour I<j<h—1 les ensembles

k[X,, X,, ..., X;, T) mod t**s, k[X;, X,, ..., X;, T'] mod ¢*xs,
kX, X,, ..., X;] modt*

étant identique, 'anneau k[X,, X,, ..., X;, T] n’a pas d’éléments d’ordre
w(X,,,) = *Xy41. Pourj <l, p = w(T)étant plus grand que °y;,,, les ensembles

HX, X, ..., X, T] modt*s++, k[X;, Xy, .., X,] mod £*xjsx+1

sont identiques et par conséquent k[X,,X,,...,X;, 7] ne contient pas
d’éléments d’ordre w(X,,,). Par contre 'anneau

kX, Xs, 0 X T,

qui contient I’élément 7", contient aussi 1'élément 7'— 7" = X,. On a
done X(T',°H) = *x;-
Considérons maintenant un semi-groupe canonique quelconque

=", ={0,v, v, +Vy, ...,y + Vot ... +VN_ + OV} (vy_ F V).

Le semi groupe *Gy_1 = {&v}

a visiblement un seul caractére qui est x{¥ 2 = v. Les caractéres de
*Ay-_g = {0, vy_1 + @}

sont alors, d’aprés la régle indiquée plus haut,

N D=vy,, W P=vy 4+



278 CaHEiT ARF [15 Nov.

Les caractéres de *Gy_g se déduisent des précédents, d’aprés la méme régle:
XV =vyo MV =y tya
X8 = vty
X =vy e X =y a+vn pour Vy g ="Vy_;+V,
XD =vy g XV =vy oyt pour Vy_g=VN_y.
On en déduit successivement, en appliquant toujours la méme régle,
les caractéres o ,
X(f): X(z'), LR ) Xi:
de tous les semi-groupes *@, = {0,v;,,+ Gy,,}.
Posons maintenant
va=1 XY=y
e =2, XNP=vy,, AWV =vy_, +v;
et d’'une maniére générale
. . . . ¢
Lia="L, ‘X(l V= Vi ‘X% D= Vi'*“X(f): ceey ‘X%‘ V= vi+‘x(°});‘-p
s (=1 __ #,,(1) #,i=1) __ ) *ho<*l
Xope1 = Vit Xoherr o Xoy_, = Vy+ X=, pour $ S by,
°lt‘—l = °li+ 1, ‘x(li—l) = V5 ‘Xg:—l) = Vi+‘x(1‘)’ teey ‘X(hi_l) = V£+°X$f)-1,

XD = v+ X, ., °X(:u—_l.) = Vs"*“X("z)o pour ‘*h; ="‘l;+1,

} pour vy_a>Vy_,+V,

ou *h; est I'un quelconque des entiers positifs 2 <*I;+ 1 pour lesquels on a
v; <*x§P avec °x$‘2 =00, 8 v %P, .., *x¥); sinon *x% est celui des nom-
bres *x?, *x§, ..., °x¥ qui est égal & ;.

De la remarque précédente et des considérations qui la précédent résulte
immédiatement qu’on peut toujours choisir les éléments 7} € *H; de maniére

que les caractéres et les caractéres de base des anneaux
"Hy_, = k[T1, w(T) = »,
*Hy_p=k+"Hy Ty_1, w(Ty_y) = vy

...............................................

*H,_, = k+*H,T, w(T) = v,,

*H ="*H, = k+°H,T,, w(Ty) =v,
soient respectivement
(Les caractéres) (Les caractéres de bases)
x(iN—l); tx(lN-l);
XD, AAN-2), V-2 2yfN-2),

i— - -1). - {— ({1,
X‘f 1)3 xg 1), LEXT} x“_,l), ‘X(I‘ D’ °x(; 1): eeey ‘x‘k_l)

........................................................................

. )
P R D ¢ Y, . F ¥ S ¢ LSOO R
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En particulier les caractéres de base de *H = *H, coincident avec ses
caractéres si et seulement si ’on a chojsi *h; = *I;+1, chaque fois qu’on
a eu & en faire le choix; le nombre de dimensions de *H serait alors le plus
grand des dimensions des anneaux canoniques ayant les mémes caractéres.

THEOREME 5. St les caractéres be base

—_1). — —2). . = t— (E—1), . (0)
‘X(IN 1): ‘X(IN 2)’ ‘XgN 2): seey ”x(li 1)3 ‘x(zt l)a ceey ‘X"I‘_l y eeey °X(1°), seey °x°,.

ont été construits en posant

”xg,),’ = le plus petit de ceux des nombres *xP,*x¥, ..., "xg,,) "
qui me sont pas inférieurs d v;,

le nombre de dimensions de U'anneau correspondant *H est le plus petit possible
parmis les dimensions des anneaux canoniques ayant les mémes caractéres.
Démonstration. Soient

(N—1). t,,(N— —2). . i— t— i-1),
1X(1 1), vx(l 2), 1X(2N 2), vl fx(lt 1)’ -tx(zz 1), s *X(fzz._, s

un autre systéme de caractéres de bases, déduits des mémes nombres v;.

Nous avons & montrer que 'ona %, >*, (1 = N—-1,N—2,...,0). v étant un
entier quelconque, désignons par *f,(v) le nombre de ceux des

0, D, or )
qui ne sont pas inférieurs & v. Soit de méme ',(v) le nombre de ceux des

"%, x4, ..., *x¥) qui ne sont pas inférieurs & v. Nous allons démontrer, en

méme temps, que I'on a
) = L) < =%

Les égalités Uya="lya=1 'y ,="ly =2,
Uy = Ty = ya(W) ="y (V) = 0, Mly_a—"ly_p = "Iy _o(¥) —"Iy_s(¥) = 0
étant évidentes, il suffit de déduire de
=, ) -"ly) <=
les inégalités  *I,_,>"*l,_,, ‘. (v)—"L_,(»)<¥,_,-"l;_,.
Nous distinguons les cas suivants:
(1) ="k *x%, fini;
@) ">%k, xR, infini, *xG fini;
(3) %>, i, infini, °x%) infini;
(4) %>%%, '}y fini, xS, infini;
(5) >*, ‘'x fini, *x% fini.



280 CAHIT ARF (15 Nov.

(1) *x‘fz‘ étant fini, ',(v,) n’est pas nul. ', (v;)—"*l,(v;) étant inférieur ou
égal a 'l;,—*l; = 0 le nombre *I,(v;) est non nul. Done “xff,i' est fini. Il en
résulte que 'on a By= M=% =",

Montrons qu’on a encore, .
TeaW) =14 () < =1y (= 0)

pour tous les v. D’aprés les formules de récurrence

- - : -1 i)
WY =, Y = e, Ning = Vit 'Xgm—v

14,01 _ 14,0 th(3=1) _ t4 0
Xtnrr = Vit Kiggpp -0 Kby, = Vit X5
. _ ; (-1 @
TV = vy KTV = X, KD = v K
6, (i—1) #.,(2) ENOR

(i-1) _
Xongrr = Vit Xopgp oo ‘X'}q_, = Vit "X
il est clair que 'on a

) =, , pour vsvy,

i y(v) = (v—v)—1, pour y<v<v;+ 'x(,‘,z‘,

i (v) = L(v—wy), pour v+ <,

(V) =L, pour v<w;,

T(v) ="L(v=v))—1, pour y,<v<y,+ ‘x(f,)“,

*v) =Ly —-v,), pour v+ ‘xﬁ",)u <.
Il enrésulte que, pour

v<v,+min (ki °x¥h)  etpour >y +max (¥, *x¥h),

on a 4 (0) =L (v) = v —v) = L(v—») <0.

. . i ¢
Si*x9, < *x$9, on aura min (%%, 'x%) = *x% , max (xih, a¥) = ¥, et

() =Ly (v) = (v —v)—"l(v—v;)-1<0

(pour v, +*x¥ <v <y + x40

Si ', <*xh, v; étant inférieur ou égal & *x{}, il n’existe aucun nombre
*x{” compris entre *x4, et *x% . On a done pour v; + ¥, <v <v;+*x%),
T (@) =" (v) = (v —v) ="Lv—v) +1
=Nv—v)— ‘l.-('x?}l‘) +1
<) = L(an)+ 1< L
2) =", ",f‘ infini, ‘xﬁ‘,’“ fini. Dans ce cas on aura visiblement
N,_,="+1, °l,_y ="l;, et par conséquent ", >*;_,. Des formules de
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récurrence qui fournissent les nombres *x§~=1 et *x{~? résulte en outre
que l'on a

Ho_(v)=1+1, pour v<y,

U (v) = (v—v,), pour vy;<v,

*ioav) =", pour v<v,,

L) =*Lv—v,)—1, pour vy, <v<y,+ ‘x@,{‘,
Talr) =U=v),  pour w4y <v,

dont on déduit facilement 'inégalité
Tia(0) =L () < =", <1
(8) Pour ;21 *x(,",z‘ infini, ‘x@,’,‘ infini, il est clair que 'on a *;_; = ', +1,
*1,_y = *l;+ 1 et par conséquent *;_, >*l;,_,. Des formules de récurrence qui
fournissent les nombres 'x{~1, *x{~1 résultent en outre

Hia(v) =L+ 1, L (v) =" +1, pour v<y,,
) = T(v—v), “L,(v) ="L(v—y;), pour v;<v,
d’ol1 'on tire l'l‘_l(v) e ) B/ A A

(4) ',>"L, *XS‘;L fini, ‘xﬁi}“ infini. On aura alors

M= “La=4L+],

’li—l(y) = fli, ‘li—l(v) = ‘li +1, pour v<vy,
M) = "L(v—v)—-1, *L_,(v)="L(v—v), pour v,<v<wy+ 'X(f}z‘,
T 3(v) = (v -, i) = U(v—vy), pour v+ ’x‘f‘}l‘ <V

et par conséquent

'li-l 2 'Zi—l’

TyaW) =12 (V) = =Yy, pour Vs

Uyoa(v) =13 (v) = (v —v)) =L (v—v;) -1, pour y <v<y+ *xﬁﬁ.-

<=Ly
*x45, étant fini mais supérieur ou égal v, tandis que *x¥), est infini, on aura
Uia(v) =L(v—») =0, pour v+ *xﬁ‘}i.’
et par conséquent
iy (V) ="y (V) = Ty (V) S Gy (v + *X(fg,), pour v, +'x{) <v,
<Yy (v + fX(f?x,) =l v+ *xﬁ‘?.,)

1+ °
Sy ="l
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(6) ';>"L, *x‘,'g‘ fini, ‘x‘l‘}" fini. Dans ce cas les inégalités

1
a2 ) =)<y~
se déduisent de ', >*l;_;, ';(v)—"Li(v) < ;- "*l; exactement de la méme
maniére que dans le cas (1).
lo étant le nombre des caractéres de.

*G = {0,v, v+ Vg, ., ViVt oy + @),
*l, le nombre des caractéres de base *x{, *x¥, ... déduits de *G' conformément
3 I’énoncé du théoréme 5, nous venons de voir que le nombre des caractéres

de base d’'un anneau canonique 'H, tel que W('H) = *@, est compris entre
*lo et I,. Inversement on a

THEOREME 6. n étant un entier quelconque compris entre *l, et 1, il existe
un anneaw canonique de dimension n dont les caractéres sont ceux de *G.

Démonstration. 11 suffit de déduire de I’existence d’un anneau canonique
de dimension 7 — 1 celle d'un anneau canonique de dimension n. Supposons
donc qu'il existe une systéme de caractére de base

AT A M I L LI
déduits de *@ suivant les régles indiquées plus haut et quel'on a ', = n—1.
Le nombre ', étant plus petit que I, il existe des entiers ¢ pour lesquels
x4 est fini sans étre égal a v;; soit 4 le plus petit de ces entiers. Nous pouvons
supposer que le systéme de caractéres de base

fx(1N-1); tx(lN-z), 1XgN—2); v} fX(IO), .y fx('(;:

ait été choisi parmis les systémes qui remplissent les mémes conditions, de
telle maniére que u soit le plus grand possible. Cela étant, posons
113v_1 = 'lN—l =1, fxi(N—l) = ?x(lN-—l)’
'lﬁv-z = ’lN-z =2, 1xi(1v-2) — ¢x(1N-2)’ fx;(N—z) = ?xg\l—a)’

..................................................................

/|
=1, T = R, i = e fxt(;:,‘) = fxg/:‘)‘,
- —_ TP —_ Hu—1 ( ...1)
'l;.—1 —_ 11/‘_1_4_ 1, tye- = ?X(lp 1y XD = fxgp 1), s fx?h“ ) tx?l;‘“ ,

tyla~1) _ th) 4= D _ 4,,(a=1

Xthyt1 =Vt Xtnyp Xtnyta = Xth,410 -
avec 'x{¢) =co. L'ensemble 'xj¢-, txt-, .., *x;‘,"‘.‘:‘l' est visiblement
constitué par Densemble *'x¥~7, *x¥~, ..., x¥~V et par le nombre

1

Xy =v,+'x¥%. Le nombre v, ne peut pas &tre égal & *xif~7. Car

sinon on aurait "y = co, 'x%o Y = 'x{{7}] et le systéme correspondant
’ — -

WD =v, g, K0 = P+,

1,/B=2) 4/ a—1) 14/ (B=2) _ t,/(5=1)
Xthyt1 = Xtn, ~ TVuts Atnyrs = KtnypetVp-10 oo
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serait composé des mémes nombres que le systéme

7x§l"“2) = y —1 1‘X(I‘—z) = *X(/‘-l).}. V/l—l’ ceny
14,(8—2) -1) ta 5= _ 4, (4=
X thut+1 = X'rh‘, +Vﬂ—1’ x*h ut2 thp+1+v#—1’

Ceci nous permetterait alors de construire, en posant

— tafp=3) _ 3).
Y = o ’:.—s X(';,,_a»
! ta (=) __ 1,49,
fxl(/"-4) - 'x‘ll‘—d)’ .. x ’ﬁ_ ) x /:“-‘ :
D _ 1o,
I(O) fx(O) e ) X 0
un systéme de caractére de base *x;¥-V; ...; x'(‘” %@, ..., "X, A remphssant
les mémes conditions que le systéme *¥¥=0; ...; t¥0, ', ..., ') sauf que

les x“) sont infinis ou égaux & v, pour ¢ =1,2,...,4—1 et #. Donc si
x,,, . st le premier des nombres 'y qui n’est ni mﬁm ni égal & v,, on
aurait x' > 4, contrairement au choix du systéme

e TRV N R NV RN RN )

41 Stant ainsi différent de *xi{ Y qui est le seul des nombres *x;*~V qui
ne soﬂ; pas égal & un nombre ’x?“” on peut poser x"" D= x(" Vet con-
sidérer 1’ensemble

D = g, D = 7,y D,

qui est alors composé des nombres
P ¢ e x"z',,—.?
et de ’x;‘,{";lz+vp_r— ’x§’,‘,’u+ v,+V,;. On montre de méme que v, , est
distinct de xig“+11’+vp_l; ce qui nous permet de poser "x;‘,{‘;“ = x",‘;”ﬁ
En continuant de cette maniére on construit finalement le systéme
i@ tyrO) fxt«»
qui se compose de W, w9, L )
et du nombre ’xﬁ‘,‘,’u+ Vyt+v,4+...+7. Ona donc
Y=Y+1l=n—-1+1=n.

Le tableau ci-contre montre les syst¢émes de caractéres de base qui

correspondent au semi-groupe
*@ = {0, 702, 1404, 1620, 1836, 2052, 2106, 2160, 2214, 2268,
2322, 2340, 2358, 2376, 2383, 2390, 2394, 2397+ §};

la premiére colonne du tableau étant en méme temps le systéme des
caractéres de *G.
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1¥* colonne 2ime solonne 3 golonne 4*m2 colonne 5*me colonne

1 1 1 1 1
3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
4 7 4 7 4 7 4 7 4 ki
7 11 7 11 7 11 7 11 7 11
7 18 7 18 7 18 7 18 7 18
18 25 18 25 18 25 18 25 18 26
18 43 18 43 18 43 18 43 18 43
18 61 18 61 18 61 18 61 18 61
54 72 115 54 72 115 b4 72 115 54 72 b4 72
54 126 169 54 126 169 54 126 169 54 126 54 126
54 180 223 54 180 223 54 180 223 54 180 54 180
54 234 277 54 234 277 54 234 277 54 234 54 234
54 288 331 54 288 331 54 288 331 54 288 54 288
216 270 504 547 216 270 547 216 270 504 216 270 504 216 270
216 486 720 763 216 486 763 { 216 486 720 | 216 486 720°| 216 486
216 702 936 979 216 702 979 216 702 936 216 702 936 216 702
702 918 1638 1681 702 918 1681 702 918 1638 702 918 1838 702 918
702 1620 2340 2383 702 1620 2383 702 1620 2340 702 1620 2340 702 1620

Comme exemples d’anneaux H dont les caractéres sont 702, 1620, 2340,
2383 on peut citer les suivants:

k[t702’ t1620, t2340’ t2383]

k[tmz(l + t72)3, tlsZO(l + t72)7, tzass(l + t72)9]
k[t702(]_ + t115)3’ 51620(1 + t115)7’ 62340(1 + 0115)9]
k[t7°2(1 + t7)13, t1620(1 + t7)3°, t23¢0(1 + t7)“]
k[t702(1 + t7)13 (1 + t79)3, tlszo(l + t7)8 (1 + t79)7]

dont les suites des caractéres de bases sont respectivement donnés par les

cinq colonnes du tableau ci-dessus.

Remarquons enfin que les caractéres de *H et les caractéres de base de
*H,*H,, ..., *"Hy_, qui sont, comme nous 'avons vu, des invariants de *°H,
ne constituent pas un systéme complet d’invariants. C’est & dire on peut
construire des anneaux canoniques *H et *H’ non transformable ’'une dans
Pautre par une substitution de la forme

t>t(ogtast+...+a,t"+...), (e+0)

de maniére que les caractéres de *H et de *H’ ainsi que les caractéres de
base de *H, *H,, ..., *Hy_; et de *H’, *H], ..., *H’y_, soient respectivement
les mémes. Soient par exemple
*H = k+kt*(1 +t)+ kt®(1 +t) + kt™(1 +t) + k[t] t*,
*H = k+ kt®(1+t+ ) + kt®(1 + ¢+ 62) + kt™(1 + £ 4 £2) + k[¢] t&
avec v> 2. Ces anneaux ont les mémes caractéres qui sont
4y, 6y, Ty, 8v+ 1.
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Leurs caractéres de base sont également les mémes:

4y, 6v, v,
Les anneaux *H,, *H; étant tous les deux identiques &
k+ kt® + kt® + k[t] 12,

les caractéres de base de *Hjy, *H;, *H;, *H} sont respectivement les mémes
que ceux de *H,, *H,, *H,, *H,. Par contre il n’existe aucune substitution
de la forme

(@) t—>t(ay+ o t+ast?+...)
qui transforme *H en*H’. En effet une telle substitution qui doit transformer
*H en*H'’ devrait transformer *H, en *H;,c.a.d. enluiméme. Or,ensupposant -

que 2v est non divisible par le caractéristique de k, les substitutions de la
forme (a), qui transforment I’anneau

*Hy, = k+kt2’+kt&'+k[t]t“
en lui méme, sont de la forme
t>t(og+ o, P+ oy 1% + oy, 1214 ..0)
dont aucune ne transforme I’élément
to g1
de *H en un élément du méme ordre de *H’ qui est de la forme
Eg(t0 + t0+1 4 po42) | £ (10 4 o041 gBo+2)

8. Considérons maintenant une branche algébrique passant par I’origine

et défini par
Y, =Y(¢t), Y, =X,(t), ..., Y, =Y, (¢),

ol Y (¢), Y,(t), ..., Y,(t) sont des séries entiéres en ¢, dont les termes constants
sont nuls. Considérons l’anneau k[Y;(t), Y,(¢), ..., Y,(t)]. Nous pouvons
admettre que cet anneau contient des éléments de tous les ordres qui
dépassent un nombre suffisamment grand (théoréme auxiliaire 2).

THEOREME 7. *H étant la fermeture canomique de k[Y,(t),Yo(t), ..., Y, (¢)]
soit W(°H) = {0, vy, vy + Vg, .y Vi + Vg + ... +Vy_1 + @), Les ordres de multi-
plicités des points successif de la branche Y, (t), Yy(t), ..., Y, (t) sont

Vi, Vay ooy Vg Vv 1, 1, oot
Démonstration. Soit w(Y;(t)) le plus petit des nombres
w(Ty(t)), w(X5(t), .., w(TL(t)).
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Le point O = (0,0,...,0) est alors un point multiple d’ordre w(¥;(t)).
D’autre part il est clair que w(¥Y;(t)) = v,. 1l suffit donc de montrer que les
ordres de multiplicité des points successifs (¢ = 0) de la branche*

A0 Y,()

ne)’ n()

qu’on déduit de Y;(t), Y,(2), ..., ¥,,(t) en résolvent le point O, sont

Yi(t) = h(t), Yy(t) = v Yalt) =

Vg, Vgy veey Py 1, 1, <oes
Nous transportons l’origine des coordonnés au point ¢ = 0 de la branche
Yi(t), Y3(t), ..., Yu(t), qui devient alors
Y:'l(t) /oY) Yé(t) —Nas -e0s Y;;(t) ~Mn
ol 7;, 7, ..., 7, désignent les termes constants desséries Yi(t), ¥, (2), ..., Y5 (¢).
I, étant l'idéal de k[Yy(t), Xy(t), ..., Y, (t)] formé par ses éléments d’ordres
supérieurs ou égaux & v,, il est évident que
(L] = k[Y1(8) =7, Y3t) = 9g, .., Yal(t) =74l
Or nous savons que *H = k+Y,(1)[1,]
et que W(L)) = {0,v3,va+ vy, ..., Vg + Vg + ... + Wy + B}
Donc I’origine est un point multiple d’ordre »,, pour la branche

Yi(t) =m0 Yo(t) =92 oo YlO)—0;
autrement dit le plus petit des nombres

w(Y1(t) = m), w(Y5(t)—7a), oo W(¥7(t) —7y)
est v,. On achéve la démonstration du théoréme 5 en répétant un nombre
quelconque de fois ce raisonnement.

D’aprés le théoréme 3 les nombres vy, vy, ...; Vy_y, ... 86 déduisent des
caractéres de *H exactement de la méme maniére que ces nombres, con-
sidérés comme ordres de multiplicités de la branche, se déduisent des
caractéres de Du Val associés & la branche Y,(t), Y,(t), Y5(t), ..., Y,.(¢). Donc
les caractéres de Du Val de cette branche sont les mémes que ceux de
K0, T(0), -, T, (0)):

11 est évident que si deux branches

Yl(t)’ Yz(‘): seey Yn(t); Zl(t)’ Zs(t): ey Zm(t)

passant par l'origine peuvent étre transformées I'une dans I’autre par une
transformation birationnelle réguliére & I’origine, les anneaux

k[Yl(t): Yz(t): L) Yu(t).]’ k[zl(t)r Zi(t)! ce0y Zm(t)]

* Voir P. DuVal, loc. cit. et J. G. Semple, ““ Singularities of space algebraic curves”,
Proc. London Math. Soc. (2), 44 (1938), 149-174.
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sont identiques ou, d’'une maniére plis précise, transformables 1'une dans
l'autre par une substitution de la forme ¢—it(ay+a,t+...), (,+0) et
réciproquement. Nous dirons alors que ces deux branches sont réguliére-
ment équivalentes entre elles. Pour deux branches réguliérements équi-
valentes, les anneaux

*H = K0, 50, - 01 B = HZ,0), Zs0), -, Zn(0)]

peuvent évidemment étre transformés 'un dans I’autre par une substitution
de la forme ¢ —t(ag+ayt+...), (%y+0); mais de I'identité *H = *H’ on ne
peut pas déduire I’identité des

k[:Yl(t)’ y;(t): ey Yn(t)]’ k[Zl(t), Z2(t): ceey Zm(t)]'

Nous dirons que les deux branches donnés sont canoniquement équi-
valentes si I'on a *H = *H’'. Deux branches réguliérement équivalentes
sont aussi canoniquement équivalentes sans que l’inverse soit nécéssaire-
ment vrai. Les caractéres de *H ainsi que les caractéres de base de
*H,,*H,, ...,*Hy_, sont donc des invariants de la branche Y;(t), Y,(2), ..., Y,,(t)
pour I’équivalence canonique et par conséquent pour I’équivalence régu-
liére. Remarquons toutefois que les caractéres ainsi que les caractéres de
base de *H, *H,, *H,, ..., *Hy_, ne constituent pas un systéme complet
d’invariants ni pour I’équivalence canonique ni pour I’équivalence régu-
liéres; puisque comme nous I'avons vu plus haut ces caractéres et ces
caractéres de base ne suffisent pas & déterminer *H.

Les séries Y;(t), Y,(t), ..., Y, () constituent visiblement un systéme de
générateurs de *H = k[Y,(¢), Y5(2), ..., Y, (1)].

A la fin du §6 nous avons vu comment on pouvait construire tous les
systémes de générateurs de *H en partant de ses bases. Nous avons vu en
particulier que, m étant le nombre de dimension de *H, c.4.d. le nombre
de ses caractéres de base, tout systéme de générateurs de *H contient m
éléments qui constituent & eux seuls un systéme de générateurs de *H. Cela
g’exprime géométriquement en disant que si m est le nombre des caractéres
de base de k[Y,(t), Y,(2), ..., Y,(t)] 'une des projections de dimensions m de la
branche Y,(t), Yy(?), ..., Y,,(¢) est son équivalent canonique tandis qu’ aucune
projection de dimensions inférieures & m n’est canoniquement équivalentes
3 Y (0), Tift), ... T(0).
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