Cok degiskenli rasyonel fonksiyonlarin
siirekliligi
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(Cok degiskenli rasyonel bir fonksiyonun tekillik noktas: etrafindaki davranig
cok cesitlilik gosterir. Incelenmesi en kolay olan durumda paydanm sadece
orijinde sifir1 vardir. Degigken sayisi iki oldugu durumda bu rasyonel fonksiyon
uzayda bir ylizey tanimlar ve bu yiizey orijinde z-eksenini ya bir tek noktada
keser, ya da z-eksenine sarilir ki bu ikinci durumda fonksiyonun orijinde limiti
yoktur deriz. Ne zaman ne olacagina karar vermek ¢cogu zaman siradisi teknikler
kullanmay1 gerektirir. Bu nedenle ders kitaplarinda bu konuyla ilgili fazla 6rnek
bulunmaz. Ornek olarak, asagidaki limitlere bakalim.
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Bu rasyonel fonksiyonlarin paydalar: yalnizca orijinde sifirdir. Orijine yaklagir-
ken limitin ne olacagi kesinlikle degiskenlerin kuvvetlerinde kodlanmig olmali.
Demek ki yapilacak is bu kodlari ¢ézmektir. Agagidaki teorem bu sorunun
¢Oziimiinii vermektedir.

Teorem: N > 1 olmak tizere, aq,...,ay > 0 negatif olmayan tamsaylar,
mi,...,my > 0 pozitif tam saylar, ve c1,...,cn > 0 pozitif reel sayilar olsun.
Bu durumda
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Ve eger bu limit varsa sifirdur.



Not: Teoremin kanitina baglamadan 6nce birkac noktay1 acikliga kavustura-
lim..

e Hemen goriilebilecegi lizere ¢; degerlerini 1 kabul etmekte bir sakinca yoktur;
Bi > 0 ve Bfm = ¢; olacak sgekilde secilmis [3; sayilarin1 kullanarak X; =
Bix; koordinat doniisiimiinii tanimlayabiliriz. Bu yeni koordinatlarda incelemek

istedigimiz limit
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seklini alir. (87" --- B3%") # 0 oldugundan, limitin var olup olmadigini anlamak
yine ayni ay, ...,ay, my, ..., my sayllarini incelemeyi gerektirir. Yani problem

degismez. Bu nedenle kanit i¢inde tiim ¢; leri 1 kabul edecegiz.

e Acikca goriilecegi gibi a; sayilarimn tek gérevi payin sifira gitme hizini be-
lirlemektir. Bu durumda eger tiim x; leri pozitif se¢me sartinm1 koyarsak a; leri
pozitif tamsay1 yerine pozitif reel sayilar olarak almak miimkiindiir. Eger a;
tamsay1 degilse ve x; < 0 ise z;" degeri exp(a; Inxz;) seklinde hesaplanir. Bu-
nun icin de negatif sayilarin logaritmasinin tanimh oldugu kompleks sayilar
teorisine gecmek gerekir ki burada bunu yapmayacagiz. Bu yiizden biz a; > 0
ve tamsay1 olarak alacagiz.

e N = 1 durumu hem c¢ok kolay hem de biraz farklidir. Bu durumda limitin
a

var olmasi i¢in gerek ve yeter sart, agikca goriilecegi iizere, 2—1 > 1 sartidir.
m

Bu durumda eger egitlik varsa limit 1, mutlak egitsizlik varsa limit O olur.

e Kanit siirecinde notasyonda kolaylik olmas1 bakimindan asagidaki tanimlar:
kullanacagiz:

f:(xl,...,x]\/)



Kanitin ana fikri: Bu teorem icin iki kanit verecegiz. Birinci kanitta, limitini
anlamak istedigimiz f(Z) fonksiyonunu z;-eksenine paralel bir dogru iizerine
kisitlayip, bu dogru iizerinde alacagi ug degerleri bulacagiz. Bu dogruyu ;-
eksenine dogru indirdigimizde bu ug¢ degerlerin hangi sartlarda sifira gittigini
gorecegiz. Bu durumda limit de sifir olacak.

Bir diger kanit da Murad Ozaydin’mn 6nerisi iizerine Lagrange carpanlari tek-
nigini kullanacak. 29* - - - 2% fonksiyonunu 3™ 4 --- 4+ 25" = R > 0 hiper-
ylizeyi lizerine kisitlayip yine uc degerlerini bulacagiz. R sifira giderken bu ug

degerlerin hangi sartlarda sifira gittigini arastiracagiz.

Teoremin Kanita:
Ik olarak limitin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda orijine giden
her yol boyunca limitin var olacagi ve ayni degeri verecegi asikardir. Her bir
Ai > 0 olacak gekilde bir A = (\y,..., A\y) sabit vektorii secelim. f fonksiyo-
nunu
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yoluna kisitladigimizda
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buluruz. Bu ifadenin ¢ — 0 durumunda bir limitinin olmas1 ve bu limitin A
dan bagimsiz olmasi i¢in ¢ nin kuvvetinin sifirdan biiyiik olmasi gerekir. Bu da
bize

aipy +---anypy —2p >0

esitsizligini, ya da p ve p; degerlerini yerine yazarsak
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esitsizligini verir ki bu da aradimiz gerek sarttir.

Simdi de esitsizligini kabul edelim. Kanitin bu béliimiinde Liné (@) =
r—r

0 oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in N iizerinden tiime varim yapacagiz. N = 1 durumu icin kanitlana-
cak fazla bir sey olmadigi aciktir. Bu durumda f(x1) = 2™ oldugundan

esitsizligi bize aranan limitin var oldugunu ve sifir oldugunu hemen verir.



Simdi N > 1 kabul edelim. Stratejimiz |f(Z)| fonksiyonunu z; koordinat ek-
senine paralel bir dogruya kisitlayip incelemektir. Fonksiyonun bu dogru bo-
yunca maximum degerini hesaplayacagiz ve bu dogru orijine dogru indikce bu
maksimum degerin sifira gittigini gorecegiz.
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olacaktir. Ote yandan esitsizligine gore ya a; — 2m; > 0 olacaktir ya da
j den farkli bagka bir ¢ i¢in a; > 0 olacaktir. Her iki durumda da Sikigtirma
Teoreminden dolay: Liné |f(Z)| = 0 elde edecegiz.
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Demek ki artik 0 < a; < 2m;, ¢ = 1,..., N durumunu incelememiz yeterli
olacaktir. Bu durumda da yine @ egitsizliginden en az bir a; nin pozitif olmasi
gerektigini goriirtiz. Biz notasyonda kolaylik acisindan 0 < a; < 2m; kabul
edelim.

Simdi artik tiimevarim hipotezimizi soyleyebiliriz:
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Burada ds, ..., dy negatif olmayan tamsayilar, ve mao, ..., my pozitif tamsa-
yilardir.
Kanitin bundan sonrasi i¢in herhangi bir & = (xy, ..., xy) vektori i¢in 7(Z) =
(|xa|, ..., |xN]|) gosterimini kullanalim.
Bir sabit & segelim ve 7(Z) # (0,...,0) durumunu ele alalim.

Simdi f(Z) fonksiyonunu
t— <t7 ’$2|, R ‘xNDv te [0,00)

yoluna kisitlayalim. f nin bu kisitlanmig halini ¢z ile gosterelim;
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Tanim kiimesi iizerinde ¢z (t) > 0 oldugu agikardir. Ayrica ¢ (0) = 0 ve
tlirn ¢ (t) = 0 oldugunu goz oniine alirsak ¢z (t) foksiyonunun maksimum
—00

degerine ¢,z € [0,00) gibi bir noktada erigecegini anlariz. Bu durumda

0 < |f(@)] = dr@(|21]) < dr@)(tri), V21| € [0, 00)

oldugunu goriiriiz. Arttk lim ¢z (tzz) = 0 oldugunu gostermektan bagka

w(Z)—0
bir igimiz kalmadi.

Simdi dogrudan bir tiirev hesabiyla ¢z (t) fonksiyonunun maksimum degeri-
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noktasinda elde edildigini ve o noktada ¢.(z(t) fonksiyonunun degerinin
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oldugunu buluruz; burada K bir sabittir ve g(7(Z)) fonksiyonu d; = T
1 =2,..., N olacak gekilde
Hz‘]\iz A

olurak ifade edilir. (Bunu tiimevarim hipotezimizle kiyaslaymn.)
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buluruz ve bu da tiimevarim hipotezimiz araciligiyla

im ¢z (trz) =0
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sonucunu dogurur. Bu da kanitimizi tamamlar. U



Bu teoremi kullanarak bu cesit rasyonel fonksiyonlarin diferansiyellenebilir
olup olmadiklarini da soyleyebiliriz.

Eksonucg: N > 1 alalim. aq,...,an,mq, ..., my pozitif tamsayilar, ve cy, ..., cN
pozitif reel saylar olsun. Eger

N

1s€,

fonksiyonu orijinde C* dir.

Kanit: f fonksiyonunun j inci kismi tiirevini hesaplayarak
aj—1 N a;
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oldugunu goriirtiz. Jimdi teoremi uygulayarak kismi tiirevlerin orijindeki sii-
rekliligini gosterebiliriz. O
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Not: Teoremin kanit1 sirasinda (A1, ..., AxtPY) yolunun ¢ok 6zel oldugunu
gozlemledik. Fonksiyonun limitinin olup olmamasi fonksiyonun bu yola kisit-
lanmig halinin limiti olup olmamasina baglydi. Acaba her limit problemi i¢in
buna benzer bir kral yolu var mdir?

Lagrange carpanlar1 yontemiyle bagka bir kanit: Bu teoremin aymi za-
manda Lagrange Carpanlar: yéntemiyle de kanitlanabilecegi fikrini Murad Ozay-
din’dan aldim. Bu fikri kullanarak agagidaki kaniti sunuyorum..

Yukaridaki kanitta oldugu gibi genelligi kaybetmeden 0 < a; < 2m;, ¢ =
1,..., N ve a; > 0 oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica biliyoruz ki eger & vektorii
x1 = 0 sartin1 saglayan bir yol boyunca orijine inerse, o yol boyunca f(Z) in
limiti sifir olur. Bu nedenle eger l(im : f(Z) var ise bu limit sifir olmali.
7—(0,...,0

Simdi iki fonksiyon tanimlayalim.

F(Z) =af* a3y, ve G(f)zx%ml—l—-“—kx?\me.



R > 0 pozitif bir reel say1 olsun ve su soruyu soralim: F(Z) fonksiyonunu
G(Z) = R hiperyiizeyi iizerine simirladigimizda elde edecegi en kii¢iik ve en
biiyiik degerler nelerdir? Her R > 0 i¢in hesaplayacagimiz bu u¢ degerlerin R
sifira giderkenki limitinin, Zf\il an > 1 gart1 altinda, sifir oldugunu gostere-
cegiz ve bu da teoremin bir bagka kaniti olacak.

Bu probleme Lagrange Carpanlar: yontemini uygulayarak asagidaki egitlikleri
elde ederiz.
ai—l .
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Burada eger bazi ¢ ler i¢in a; < 1 ise, biz de z; # 0 almak zorunda kaliriz ki
bu bizi genellikten uzaklagtirmaz ¢iinkii a; > 0 ve z; = 0 ise F'(¥) = 0 olur. Bu
da limitin sifir olacagi beklentisiyle uyusur. Netice olarak a; lerin biiyiikliigiine
bakmadan yukardaki egitliklerin her iki taraflarini x; ile carpalim.

a;F(Z) = 2Am™, i=1,...,N

elde ederiz. Az 6nce gozlemledigimiz gibi baz1 x; lerin sifir olmas1 F'(Z) = 0
verecegi icin ve bu degerin de aradigimiz en kii¢iik ve en biiylik degerlerden
biri olmadigini gordiigiimiize gore her i i¢in z; # 0 kabul edebiliriz. O zaman
bu yeni egitliklerin her birini 2mix?m" ile boliip A dan kurtularak

a; F(f) . ay F(f)
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yazabiliriz. F(Z) in sifirdan farkh oldugu durumlar inceledigimiz icin her iki
taraftan F(¥) leri gétiirerek
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elde ederiz. Bu denklemleri taraf tarafa toplayarak ve G(Z) = R oldugunu

hatirlayarak
N
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elde ederiz. Parantez i¢indeki ifadenin sifirdan farkli bir sabit oldugunu goz-
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diyelim. Bu durumda &nce
2
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ve sonra da esitligini kullanarak

2 ;i .
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elde ederiz.

Lagrange Carpanlar1 yontemine gore F'(Z) fonksiyonunun G(Z) = R hiperyii-
zeyi lizerindeki kritik noktalarini artik sdyle yazabiliriz:

1

1 1 a;mq 2mg 1
r1 = F+a?™ R? and x; = + « R 1=2,...,N.
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Kisa bir incelemeyle bu kritik noktalarin hepsinin |F(Z)| fonksiyonunun en bii-
yiik degerlerini verdigini gérebiliriz. Bu en biiyiik degerlerin hepsinin birbirine
esit oldugunu ve

[F(7)] = [agt Y| = AR=T 20y

seklinde yazilabildigini de gorebiliriz. Burada
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olarak alinmigtir.

Simdi tekrar kendi f () fonksiyonumuza donersek, | f(Z)| fonksiyonunun G (&) =
R hiperyiizeyi iizerinde alacagi en biiyiik degere de Mp dersek,
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oldugunu goriiriiz.

Artik degigkenlerin kuvvetlerinin limit iizerindeki etkisini inceleyebiliriz. Eger
Zﬁil 2?7; = 1lise, My degeri, sifirdan fakli olan A sabitine egit olacak ve R sifira
giderkenki limiti A olacak. Oysa bagka yollardan bu limitin sifir olabildigini
gormiistiik. 1ki farkli yoldan iki farkl limit buldugumuza gére bu durumda

limit yoktur.




Bu son durumu da inceledikten sonra artik R sifira giderken limitin var olabil-
mesi i¢in gerek ve yeter sartin Zfil 5= > 1 oldugunu ve o durumda da limitin
sifir oldugunu rahatca goriiriiz. U

Bu da teoreme ilging bir alternatif kanit olarak akilda tutulabilir.

Biraz da mizah icin bu baglantiya bakabilirsiniz. -~
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