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1 KONI KESITLERI

Tarih: 5 Qubat 1998, Antalya

1.1 Baslangig

Koni kesitleri ilk kez eski Yunan’da ortaya cikmistir. MO 350 yillarinda
yagamig olan Menaechmus’un koni kesitlerini ilk kez kullanan kigi oldugu
kabul edilir. Menaechmus koni kesitleri yardimiyla bir kiiptin hacminin iki
katina esit bir bagka kiip insa etmigtir. Koni kesitlerinin ilk taniminda koninin
yiizeyine dik bir diizlemle koni kesilir ve tepe acisinin degerine gore degisik
koni kesitleri elde edilirdi. Koni kesitleri tizerine ilk sistematik ¢alismay1 ya-
pan Pergeli Apollonius’tur. Apollonius’un MO 250 yillarinda yazdigi Konika
adll eseri sekiz ciltten olusur ve son cildi kayiptir. Ilk dort cilt Yunanca
kopyalarindan giiniimiize kalmigtir. Diger ii¢ cilt ise Musa Ogullarinin 9.
yuzyildaki caligmalariyla Arapca olarak giintimiize kalmigtir. Kayip olan
son ciltte neler olacagi konusunda ilk yedi cilde bakarak tahminlerde bulun-
mak yakin zamana kadar bilim diinyasinda ragbet gormiig bir ugrasti. Bu
konudaki ilk bilinen ¢alisma Heysem’e aittir. Bugiin Musa Ogullarinin Kitab-
1 Mahrutat adini tasiyan Konika kopyasinin Heysem'’in elyazisiyla cogaltilmig
kopyas1 Stileymaniye Kiitiiphanesindedir. Heysem’in sekizinci cilt tamamla-
mas1 da bilinmeyen bir yazarin elyazisiyla Manisa Kiitiiphanesindedir. Her
iki kitabin ve ilk dort cildin Tngilizce cevirileri de Springer-Verlag yayinlarindan
yakin zamanda ¢ikmigtir.

*5. Antalya Semineri Bildirileri, TED Ankara Koleji Vakfi Genel Midiirligii, 1998,
155-158.
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1.2 Projektif Uzayda Koni Kesitleri

Afin uzayda sifirdan gecen tiim dogrularin olusturdugu uzaya projektif uzay
deriz. Afin uzay projektif uzaymn icinde yatiyor olarak diisiiniiliir. Bu du-
rumda afin uzayin i¢inde olan bir egrinin sonsuzdaki kapanigindan s6z edilebilir.
Koni kesitlerini olugturan egrilerin sonsuzdaki kapaniglarini diigiindiigiimiiz
zaman projektif anlamda birbirlerine egdeger egriler elde ederiz. Projektif
noktalarin ashinda sifirdan gecen dogrular oldugunu goz Oniine alirsak ilk
bagtaki tanimda kullanilan koniyi geri kazaniriz.

1.3 Cebirsel Genelleme

Koni kesitleri cebirsel anlamda Ax?> + Baxy + Cy*> + Dx + Ey + F = 0
seklinde ifade edilen ikinci dereceden diizlem egrileri olarak kargimiza ¢ikarlar.
Baz dejenere durumlarin olacagr goz ardi edilmezse genel olarak B? — 4AC
ifadesinin igareti bize denklemin hangi koni kesitini verdigini soyler. Afin uza-
ydaki bu denklemi projektif uzaya tagidigimiz zaman denklem AX?+BXY +
CY?+ DXZ + EYZ + FZ? = 0 sekline doniigiir. Burada [X : Y : Z] pro-
jektif koordinatlardir ve Z # 0 durumunda x = X/Z, y = Y/Z doniigiimleri
kullanilir. Z = 0 hali sonsuzdaki noktalar1 ifade eder. Bu genel denklem

A BJ2 D2\ [ X
Xy 2z)| B2 C E)2 Y
D/2 E/2 F Z

seklinde de yazilabilecegi icin konu kuadratik formlar teorisine baglanir.

1.4 Cebirsel Kapali1 Cisimlere Gegis

Iki egrinin nerelerde kesisecegi problemini incelerken ilk karsilagilan sorun
sonsuza kacan noktalardir. Projektif uzaya gecerek bu problem halledilir.
Fakat bazi formel kesigmeler kullanilan say1 cisminde ifade edilemeyince ce-
birle geometri arasinda bir ihtilaf ortaya cikar. Bu nedenle geometri genel-
likle reel sayilarin cebirsel kapanigi olan karmagik sayilar iizerinde yapilir.
Yukarida anlatilan tiim teori karmasgik sayilar tizerinde yeniden yazildigin-
da daha estetik goriiniim veren bir teori elde edilir. Fakat artik karmagik
diizlemin reel dort boyutlu bir uzaya karsilik gelmesi nedeniyle gekil ¢izmek
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miimkiin degildir. Daha giiclii bir teori elde etmek i¢in bu verilmig bir
odtiindiir.

1.5 Yiksek Boyutlara Gecgis

Projektif diizlemde ikinci dereceden bir denklemin kokleri bize koni kesit-
lerini verdi ve buradan zengin bir teori ¢ikardik. Dogal olarak ilk sorulacak
soru ayni yapida bir denklemi projektif n-boyutlu bir uzayda incelersek ne
bulacagimizdir. Projektif n-boyutlu uzayda ikinci dereceden bir denklemin
koklerinin olusturdugu uzaya kuadratik ytizey denir. n-boyutlu bir uzaydaki
kuadratik yiizeyin boyutu n-1’dir. n sayisinin tek veya cift olusuna gore bu
yiizeyler degisik ve oldukca zengin bir geometrik yapi sergilerler. En belirgin
ozellikleri de kendileri lineer olmamalarina ragmen iglerinde lineer uzaylar
barindirmalaridir.

1.6 Yakin Zamanlar

Bir kuadratik uzaymn icindeki k-boyutlu lineer uzaylarin olusturdugu uzay
Grassmann uzayinin bir alt uzayi olur. Bu alt uzaymn boyutu Ibrahim Dibag
tarafindan 1976 yilinda hesaplanmigtir. Kuadratik yiizeyin geometrik yapisi
bu alt uzaylar yardimiyla yazilan Schubert hiicreleri yardimiyla anlagilir.
Bu hiicrelerin kesigsme ozelliklerini hesaplamak icin ilk caligma 1993 yilinda
Sertoz tarafindan yapildi. 1997 yilinda Kanada’li Sottile bu ¢arpimlar: 6nemli
bir ozel halde tam olarak hesapladi.

2 SAYILAR VE GEOMETRI

Tarih: 6 Qubat 1998, Antalya

2.1 Hardy ve Ramanujan

Bu yuzyilin basglarinda 1ngiliz matematik¢i Hardy ile Hintli matematikci
Ramanujan’in dostlugu sayilar teorisine pek ¢ok anektod birakmigtir. Ra-
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manujan formel bir egitim almamig olmasina ragmen matematigi ve ozellikle
sayilarin ozelliklerini ‘hissederek’ caligmis ve bugiin de hala hayranlik uyandiran
sonuclar cikarmigtir. Fakat sayilar teorisi, 6zellikle de asal sayilar teorisi, her
tiirlii icgiidiiye siddetle direnen bir konudur. Ornegin 1’den x’e kadar olan
sayilar arasinda kag tane asal say1 oldugunu veren 7(x) fonksiyonu ile bir inte-
gral ifade ile tanimlanan Li(x) fonksiyonu arasinda biitiin tablolarda gozlenen
iliskiye bakarak yapilacak tahminler yanligtir ve bu tahminlerin yanhs ¢ikmasi
beklenen ilk sayilar evrendeki atomlarin toplam sayisindan iissel olarak fazla
bir sayidir.

2.2 Ramanujan

Ramanujan bir tutku derecesinde matematikle ugrasan bir insandir. Bu
tutkusu nedeniyle formel bir egitim alamaz. Bir arkadaginin onun adina
odiing aldigi Carr tarafindan yazilmig bir matematik kitabindan matematik
ogrenir. Bu kitabin yazari Carr da siradigi bir insandir. Kirk yagina kadar
ozel matematik dersleri vererek hayatini kazanan Carr ancak kirk yagindan
sonra Universiteye yazilir ve matematik 6grenmeye baglar! Bu kitab1 da
{iniversite yillarinda yazar. Icinde hic ispat olmayan bu kitap her nasilsa
Ramanujan’in oldugu sehirdeki iiniversiteye gelir ve Ramanujan daha sonra
dostlarini ¢ok sikintiya sokacak olan o ispatsiz matematik stilini bu kitaptan
alir. Ramanujanin Hardy ile tanismas1 Hardy’e yazdigi bir mektupla ona
elde ettigi formiilleri gondermesiyle baglar. Daha sonraki yillarda Ingiltere’ye
gelen ve onemli ¢aligmalar yapan Ramanujan’in ispatsiz biraktigi teoremler
lizerine bugiin hala ¢aligsilmakta ve bu teoremler teker teker ispat edilmekte-
dir.

2.3 Sayilarin Toplama Ozellikleri Uzerine

Asal sayilar teorisi sayilarin ¢arpim Ozellikleri iizerine kuruludur. Sayilarin
toplam ozellikleri de iclerinde pek ¢ok sir barindirmaktadir. Bu sirlardan
biri de Frobenius problemi olarak anilan bir Diophant problemidir. Bu prob-
lemde verilen aq, ..., a, pozitif tam sayilarinin dogal sayilar tizerindeki lineer
kombinasyonlariyla elde edilebilen ve elde edilemeyen sayilar sorulur. Eger
ai, ..., a, sayilari aralarinda asal ise x1, ..., x, sayilar1 negatif olmayan tam
sayilar olmak tizere a1x; + - - - + a,x, seklinde yazilamayan en biiyiik bir tam
say1 vardir ve problem bu sayiy1 tarif etmekten ibarettir. Eger yalnizca a; ve
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ao sayilar1 kullanilirsa yazilamayan en biiyilk say1 ajas — aq — ag’dir. Oysa
daha ¢ok say1 kullanildiginda boyle basit bir formiil yoktur ve olamayacagi
da ispatlanmigtir. Oyleyse problem basit bir ifadesi olmasa da bu saymin
nasil bulunacagi problemidir.

2.4 Biraz da Geometri

Uzayda koordinatlar1 tam sayilardan olugsan noktalara kafes noktalar1 denir.
Herhangi bir N tamsayis1 icin a1z + - - - + a,x, = N diizlemine 7y diyelim.
Frobenius denkleminde N sayisi i¢in bir ¢oziim olmasi demek 7y diizleminin
birinci sekizlikte kalan kesiminde, yani koordinatlar: sifir ya da daha biiyiik
olan noktalarin olusturdugu kesimde, en az bir kafes noktasinin olmasi de-
mektir. Frobenius probleminde aranan N sayisi da birinci sekizlikte kafes
noktasi olmadigi halde her k£ > 0 tamsayisi i¢in 7y diizleminin birinci seki-
zlikte kafes noktasi bulunan 7y diizlemini bulmakla egdegerdir. Bu yaklagim
kullamlarak Ozliik ve Sertéz tarafindan bir ¢oziim algoritmas: verilmistir.

2.5 Arf Halkalar:

Frobenius problemi geometride ¢ok sik olarak ortaya ¢ikar. Bu durumlar-
dan biri de tekil bir egri kolunun ¢ok katlilik dizisini tanimlamaya yonelik
problemde goriiliir. Bu tekilligin her patlatiliginda ortaya ¢ikan tekil egri kol-
una karsilik gelen ¢ok kathliklar: incelemekten ibaret olan bu problemde her
tekillikte kargitmiza bir halka cikar. Bu halka tek degiskenli kuvvet serileri
halkasinin bir alt halkas1 olarak diigiiniilebilir ve bu durumda i¢indeki her
elemana bir baglangi¢ derecesi karsilik gelir. Bu sekilde elde edilen sayilar
aslinda bir ka¢ sayimin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir ki bu da bizi
basgtaki Frobenius problemine gotiiriir. Burada ortaya ¢ikan tiim sayilar: yaz-
makta kullanilan baz sayilari tekil noktanin Arf karakterleri olarak anilirlar.
Bu karakterler kullanilarak DuVal tarafindan degistirilmis bir Jacobi algorit-
masiyla ¢ok katlilik dizisinin nasil bulunacagi gosterilmistir.



