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proprietes (AFAS 19 EH-99)
La formule (14) se rédui ausst a (I6) quand le quadrangle ), a

les coiés AB = DC. oy CA — DR au AB = DC == CA == DB (té-
traedre hisvmétrigue ABCD).
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LES CERCLES PODAIRES
DANS LE POLYGONE INSCRIPTIBLE,

par HUsEvIN DeMir (lurquie),

Nous nons proposons d'établir une propriété générale dn polyeone
mscriptible qui conduit A la notion de cercle podaire d'un point par rapport
a un tel polygone. Nous indiquerons, en outre, quelues propridtés rela-

BIVES s rayons et aux centres de ces cereles podaires généralisés,

1. Soient Ay, Ay, ..., A,, » points d’une circonférence I’, de centre O
et de rayon R, que nous prenons comme cercle unitaire dans un
systeme de coordonnées complexes. Désignons par 7 le conjugué de u
et appelons &, &, ..., 1, les coordonnées de Ay Ag, o, A, et 2 celle
d'un point quelcongue P, n'appartenant pas a I

Si 84, 8s, S, sont la somme. la somine des produits deux & deux, le
produit des nombres 4, 4y, 2, la coordonnée {0 de linverse triangulaire
de P dans le triangle A A résulte de la relation (MORLEY. I nyersive
Creometry, p. 195)

(| —&l)(oax — 1) = 5,8° — 85,52 oo §y7— 1.
De plus, le carré du rayon du cercle passant par les symeatriques de P,
par rapport aux coteés du triangle AjALA,, a pow expression (MORLEY,
toc. cit., 1. 196)

(1 —=8B) (1 —- af).




Dés lors, st l'on pose o — 1 = a, a2t 4+- 1 = b et

m, = (at, — 1)(at, — 1) ... (&t;, — 1),
la coordonnée du centre du cercle podaire de P, par rapport au triangle
A ALA, et le carré du rayon de ce cercle sont, a n’étant pas nul,

=l (b _7.?;5)_ 8 i, 7"7_::3_'-_5::

) = il -— . =
LY, a. 5 da?

L’expression de w, peut aussi prendre la forme

b Ty
Q) == e I = e o
T 2w  2zalaty —1)
et I'élimination de £, entre cette expression et sa conjuguée conduit a
une relation qui, lorsqu'on y remplace wg; par x, s’écrit

ladadx@ —- 2za(a?b — ;) v — 2aa(a?b — mw,)%

- TgTy — ab(my + ) + ath? = 0.

Les centres des cercles podaires de P dans les triangles A,A A,
AALA,, AAA, AAA, appartiennent donc 4 une circonférence et
la coordonnée du centre et le carré du rayon de celle-ci sont

o = 1 (b_7r4)’ o | TT,TY

2% a? T dat”

2. La comparaison des expressions de oy, p, & celles de wy, o3 montre
que l'application a celle de w, du raisonnement que nous venons
d'appliquer a l'expression de 4 conduit, par substitution de 7ty a n,
et de a® 4 @, aux valeurs

1 T . T, TC
Wy = = b — —i 3 pg = »f’—sf
2a a da

de la coordonnée du centre et du carré du rayon de la circonférence,
a laquelle appartiennent les centres des cercles podaires de P, par
rapport aux cinq quadrilatéres du pentagone AA, ... A;.

3. De proche en proche, on déduit de ce qui précéde le théoréme
général suivant :

sotent Ay, Ay, ..., A, n points d'une circonférence. Les centres des
cercles podarres d'un point P, non situé sur la circonférence, par rapport
qux quatre triangles obtenus en omettant successivement l'un des sommets
du quadrilatére AA,A A, appartiennent a une crrconférence, dite cercle
podarre de P, par rapport au quadrilatére. Les centres des cevcles podaires



de P, par rapport aux cing quadrilatéres oblenus en ometiant Successive-
ment U'un des sommets du pentagone AA, ... Ay appartiennent & ume
circonférence, dite cercle podaive de P, par rapport au pentagone. Les
centres des cercles podaires de P, par rapport aux n polygones de (n — 1)
cOlés obtenus en omettant successivement 'un des sommels du polvgone
AyA, .. A, appartiennent @ une circonférence, dite cercle podaire de P
par rapport au polygone AA, ... A
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Les expressions de la coordonnée et du carré du rayon de ce dernier
cercle podaire sont

1 W Con
W, = (b ‘% ) p% = n'tn

= 2—&— aﬁ:z 1,«_,5:?-_‘5'

4. Comme =, . 7, est le produit de » expressions telles que
(0 —¢,) (@ — zi) = PA;‘-’,
la valeur de p, résulte de la relation

(OP* — R¥)n—2p, — 1 PA, - PA, ... PA, . Rn-s

On en déduit que, si By, By, ..., B, sont les intersections de AP,
AP, ..., AP avec I', la moyenne géométrique des rayonus des cercles
podaires de P, par rapport aux polygones AAy A, et BB, ...B,
est

I{n—-:}
(- . o B2 d
2(0OP2 — R?)
[l résulte aussi de ce qui précéde que les rayons des cercles podaires
de P, par vapport aux polygones de (n— 1) cités A, ... Ay AL, ...

Ay voes BB oo By sont proportionnels a PEBLPB PB, et que le
produit de ces rayons vaul

n—

1
2R3

©

(OP2 — Re)z,

5. Les coordonnées des centres des cercles podaires du point P,
par rapport aux deux polygones de (z— 1) cotés obtenus en omettant
successivement les points A; et A; parmi les points AL A, . A,
différent de

, ( 1 1 ) _ mlly—4k)

Qaa 2 \at, — 1 at,— 1
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et les coordonnées des points B, et B; correspondants différent de

a(t, — t;)
(@ — 1)@t 1)

Le polygone formé par les centres des cevcles podaives d'un poznt
guelcongue P, par vapport aux polygones de (n — 1) cOtés obtenus en
omeltant successivement un sommet du polygone A\A, ... A, est divecte-
ment semblable au polygone BBy ... By

En particulier, le premier de ces deux polygones est harmonique
quand A,A, ... A, est régulier. En outre, st AjA, ... A, est un poly-
gone harmonique et que P coincide avec un de ses centres isodyna-
miques, le polygone des centres considéré est régulier.
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